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WERTISSEMENT. 


IjCs Etudes crisUillographlqiies de M. Auguste Bravais ii'ont pu avoir 
jusqu'à présent qu'un nombre de lecteurs assez restreint parce qu’elles sont 
disséminées dans deux Recueils différents. Des amis de la science ont pensé 
qu’il serait utile de les réunir pour les mettre plus commodément à la portée, 
des Minéralogistes et des l’hysiciens. Le présent volume, qui les renfei'ine 
toutes dans leur ordre naturel, est modelé sur un volume semblable dont 
M. de Senarmont avait rassemblé et fait reliei' les feuilles pour son usage 
personnel. I^a Table des matières est copiée sur celle que le savant l’rofes- 
seur de Minéralogie de l’École impériale des Mines avait é< rile, de sa main, 
en tête de cet exemplaire unique recueilli, à la vente de sa bibliothèque, par 
.M. de Cltancourtois. On y a ajouté seulement les deux Rapports faits à 
l’Académie des Sciences par .M. Cauchy, sur les Travaux cristallographiques 
de M. Bravais, et un fragment de son Éloge, lu devant l'Académie, dans 
sa séance publique du (i février i865. 

É. D. B. 
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Fragment de l'Éloge historique ^'Auguste Buavais, lu devant V Academie 
des Sciences, dans sa séance publique du 6 février i865, par M. Éi.ie 
DE BEAUMOjrr, Secrétaire perpétuel. 


<t En Laponie et sur le mont Blanc, M. Bravais avait eu de nombreuses 
occasions d’observer les formes cristallines de la neige. 11 avait souvent ren- 
contré d’admirables cristallisations d’eau congelée et les avait toujours décrites 
avec une prédilection particulière. Dans son Mémoire sur les halos, il emploie 
les notations et les formules qui représentent le système cristallin de la glace, 
en homme qui les connaît parfaitement et qui en comprend à fond le principe. 
Mais il ne s’arrêta pas là, et ses études finirent par embrasser la Cristallo- 
graphie tout entière. 

U A ses yeux les cristaux sont des assemblages de molécules identiques 
entre elles et semblablement orientées, qui, réduites par la pensée à un point 
unique, leur centre de gravité, sont disposées en rangées rectilignes et 
parallèles, dans chacune desquelles la distance de deux points est constante. 

v Les points d’un assemblage sont alignés en rangées suivant une infinité 
de directions diverses ; mais la connaissance de trois rangées non parallèles 
et non comprises dans un même plan suffît pour déterminer complètement 
\' assemblage dont elles font partie. On peut concevoir une infinité d’oj- 
semblages entièrement différents. Une étude mathématique approfondie fait 
découvrir à M. Bravais les degrés de symétrie plus ou moins grands dont ils 
sont susceptibles. H trouve les axes et les plans de symétr'te qu’ils peuvent 
présenter. II établit que, suivant le nombre et la disposition de ces axes et 
plans de symétrie, les assemblages qui en possèdent se divisent en six 
classes. En y joignant les assemblages asymétriques, où il n’existe ni axes 
ni plans de symétrie, on a sept classes d' assemblages : ce sont là les bases 
les plus simples et les plus générales des lois de symétrie qu’on observe dans les 
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FRA(iMENT ÜK l/kLOOE HISTORIQUE 

cristaux. floit admettre dans la Cristallographie sept systèmes eristaUins, 
M. Haiiy Y avait fntrevu ; mais il avait pensé qu'on pouvait confondre deux 
des systèmes en iin seul, et après lui tous les cristallograplies avaient admis 
six systèmes crLttatfi/is seulement. AI. Bravais «fc/;iont/'c qu’il faut _^revenir 
au nombre se//l, et eette démonstration, accompagnée de toutes les lumières 
qui résultent d'une analyse géométrique aussi approfondie que la sienne, ne 
sont pas une addition médiocre à l’immortelle création d’Haüy. I.agrange 
et I.,îq)lace avaient suivi, en 1784, les leçons de l’ingénieux scrutateur des 
cristaux, mais ils s’étaient bornés à l’admirer. I_.es fondements de la belle 
science, due à son génie, n’avaient jamais été étudiés de si haut et avec 
autant de généralité que dans le Mémoire de M. Bravais sur les systèmes 
formés par des points, Alémoire auquel notre illustre Caiieby a dortué, dans 
un remarquable Uappoi t, sa sanction la plus entière. 

» V’ous n’attendez pas de moi, Messieurs, que j’entre ici dans le détail 
des procédés au.ssi simples que rigoui-eux |iar lesquels, dans un second Mémoire 
intitulé : Études cristallograpliûjucs, rem[)laçant des règles empiriques pai’ 
des théorèmes île Géométrie, .M. Bravais déduit de ses résultats fondamentaux 
toutes les formules des cristallograpbes, avec cette facilité merveilleuse qui 
dénote presque infailliblement la solution radicale des difficultés d’un sujet., 
.le me bornerai à dire que dans la deuxième Partie de ce Mémoire, cessant 
de regarder les molécules comme des points et les considérant comme de 
petits corps, qu’il appelle polyèdres atomiques, il étudie et il éclaircit les 
rapports (pii existent entre ces derniers et les systèmes eristallins. Il réduit 
il des lois simples le phénomène, jusqu’ici presque mystérieux, de Vlté- 
miéilrie, sur leipiel notre savant confrère iM. Delafosse, dans un Mémoire 
justement célèbre, avait déjà répandu des lumières inattendues. M. Bravais 
démontre qu’il pourrait se présenter trentc-cinrj cas d’bémiédrie. On n’en 
avait encore découvert que onze, qui du reste avaient amplement suffi pour 
exercer pendant longtemps la sagacité des cristallograpbes. 

j> Sans oublier le dimorphisme, l’un des titres de gloire de Mitscberlich, 
ni les découvertes curieuses déjà faites à cette époipie par notre ingénieux 
confrère M. Pasteur, _M. Bravais, dans une troisième l’nrtie, s’occupe éga- 
lem,^nt avec succès des maries et des hémitropies (pii avaient été, de leur 
côté, une des pierres d'acbojipcment de la (’.ristallogiapliie. 
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» Vers l’époque où il rédigea ses travaux sur l’Optique atmosphérique 
et sur la cristallisation, M. Bravais composa en outre un grand nombre de 
Mémoires sur des sujets tout à fait différents et relatifs pour la plupart à la 
Météorologie, bien que quelques-uns d’entre eux, et ce ne sont pas les moins 
remarquables, soient en dehors de cette branche de la Géographie physique. 

» Il était doué, en effet, d’une admirable facilité pour toute espèce de 
travail intellectuel, et il possédait l’aptitude si rare de pouvoir s’occuper à la 
fols des sujets les plus variés : Hydrographie, Navigation, Astronomie, Op- 
tique atmosphérique. Physique proprement dite. Géométrie, Cristallo- 
graphie, Analyse pure, Sciences naturelles; on pourrait presque dire de lui, 
malgré l’apparente opposition des mots, que l’iinivei-salité était sa spécialité. 

» Tous ses Mémoires ont été honorablement accueillis dans nos Comptes 
rendus, ou publiés, avec un succès mérité, dans les Recueils scientifiques 
les plus estimés. Ils renferment constamment des aperçus ingénieux et sou- 
vent d’une grande profondeur; mais, pressé par le temps, je ne puis les 
énumérer en ce moment. L’œuvre de Bravais, prise dans sa totalité, est d’une 
étendue immense, et il a fallu me borner à en esrjuisser les traits principaux. 
De même qu’un astronome, obligé de donner une idée abrégée du hrinament, 
ne pourrait parler en détail que des étoiles de première grandeur, j’ai dû 
presque me contenter de rappeler ceux des travaux de M. Bravais qui sont 
devenus ses titres principaux aux suffi-ages de l’Académie. 

» Par son travail sur la Cristallographie, M. Bravais avait associé son 
nom à celui de notre immortel Haüy ; par son ascension sur le mont Blanc, 
il l’avait associé à celui de Saussure. Dans scs travaux de Laponie, il était 
le digne continuateur des voyages célèbres de Léopold de Buch et des 
profondes études de Hansteeri. Ses Mémoires sur tes halos, sur les parhclies, 
sur l'arc-en-ciel blanc, complétaient de la manière la plus heureuse les 
théories <le Mariette, de Huygens, de Descartes meme et de Newton ; le 
nom de M. Bravais ne pouvait plus, Mes.sieurs, rester longtemps éloigné 
des vôtres. » 
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NOTE 


MR 


LKS POLYÈDRES SYMÉTRIOIES DE LA GÉOMÉTRIE, 

Par M. a. bravais, 

PROriAfRCR h LÉCOie POLTTeCn>(IQÜE. 


On ilil que deux polyèdres sont symétriques, lorsqu’ils ont été construits 
semblablement l’un au-dessus, l’autre au-dessous d’un plan, avec la condition, 
pour leurs sommets homologues, d’être également distants du plan, et sur 
une même droite normale à ce plan. (Legendre, Géométrie, liv. 6.) 

Je nommerai polyèdres inverses deux polyèdres dont les sommets homo- 
logues sont également distants d’un point donne et situés sur une même 
droite passant par ce point, mais de côtés opposés. 

Je désignerai par P le premier polyèdre, supposé donné, et par p son 
inverse. On voit que, réciproquement, P sera l’inverse de p. 

Je nommerai pôle de symétrie des deux polyèdres le point par lequel 
passent toutes les droites joignant deux à deux les sommets homologues des 
deux polyèdres. 

Si l’on considère les deux polyèdres P, p comme formant un polyèdre 
unique (P, //), ce même point sera dit centre de symétrie du polyèdre (P, p). 

Théorème l. — Lors(jue le pôle de symétrie du polyèdre fixe P se 
déplace, son inverse p se change en un nouvel inverse p', et l'on peut tou- 
jours transporter p sur p' par un mouvement de translation commun à tous 
les sommets. 

Soient C, fig. i, PI I, le premier pôle de symétrie et C' le deuxième; 
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soit s un sommet «nidconqiie du polyèdre fixe I’; soient s son homologue 

avant le dé|)laeeinent de C, et / son homologue après ce déplacement. 

De Cr=r<S, CV = C'S on déiiuit .f,i' = aCC'; de plus, ss' est parallèle 
à CC'. Soient rie même t, t' les deux positions successives d'un autre sommet 
du polyèdre inveise; on aurait aussi /<'=3CC', II’ parallèle à C('/. Donc, 
si l’on transporte le polyèdre p en le faisant mouvoir, de C vereC', parallè- 
lement à CC', et d’une quantité égale à aCC', il viendra coïncider avec le 
jiolyèdre //. C'. (J. F. /). 

CoroUaivc. — Il suit de la ([u'un polyèdre P étant donné, .son invei’seest 
coinplétemenl déterminé ipiant à sa forme et aussi (juant à la direction de 
scs parties par rapport à l'espace absolu; toutefois le lieu qu’il doit occuper 
reste iiulétenniné, et dépend de la position du pôle de symétrie. 

Théorème II. — Dans rteu.c polyèdres inverses, les faces homologues 
sont égales chacune à chacune, et l' inclinaison de deux faces adjacentes, 
deuis un de ces solides, est égale à !' Inclinaison des faces homologues dans 
l’autre. 

Ce théorème se démontrerait, comme la proposition II du livi-e G de 
Legendre, en substituant fies triangles opposés par le sommet aux triqièzes 
de même base employés flans la flémonstration ; mais on peut l’obtenir plus 
simplement de la manière suivante : 

Soit proposé de démontrer que les arêtes, angles plans et angles diètlres 
qin composent l’angle solitle S, Jig. 3s, sont les mêmes que leurs homologues 
flans le polyèflrc inverse. Le choix du pôle fie symétrie étant arbitraire, 
prenons S potir pôle; prolongeons les ai'êtes S.M, SM, SP, SQ, de Sm =S.M, 
S« = SN, S/z = SP, Siy=SQ, etc. Les deux angles solides opjjosés auront 
évidemment leiii-s arêtes égales tieux à fieux par construction, leurs angles 
plans égaux deux à deux comme opposés |>ar le sommet, et leurs angles 
dièdres pareillement égaux comme o|)posés au sommet ; or ces arêtes, angles 
plans on angles flièdres sont homologues flans le polyèdre et flans son 
inverse. I.a même flémonstration peut s’a])|»lifjuer à tous les angles solitles, 
jxir conséfiiient à toutes les arêtes, à tous les angles plans et à tous les angles 
flièdres : tlonc les faces sont égales et également inclinées de prtet d’autre. 

C. n. F. n. 
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'I’héobème 111. — Si l'on fait tourner de deux angles droits le polyèdre p 
inverse de P autour d’une droite passant par le pôle de symétrie C, le 
polyèdre p' ainsi obtenu sera le symétrique de P par rapport au plan mené 
par C normalement à l’axe de rotation. 

Soient NV, fig. 3, la droite donnée et QOC/ .son pKan normal passant 
par C ; soient S on sommet quelconque du polyèdre P, et s son homologue 
dans le polyèdre inverse. De j abaissez la perj>endiculaire sr sur NN' et 
prolongez-la en s' , à une distance rs'—rs. Il est visible qu’après un demi- 
tour efTectué autour de NN', s viendra en s'. Joignons S et s' . Puisque 
l’on a j(i = GS, sr=rs\ Sj' sera parallèle à NN', et, par conséquent, 
normale au plan QQ'. Si R est le point de rencontre de S/ avec le plan 
()Q', la droite CR sera normale à NN', et, par conséquent, ptirallèle à ss' ; 
or on a fC = CS, donc aussi SR=^R/. Donc / est le sommet homologue 
<le S dans le polyèdre construit symétriquement par rapporta Pau-dessous 
du plan QQ'. Il en serait de même [x>ur tout autre sommet du polyèdre P; 
donc une rotation de deux angles droits autour de NN' amènera l'inverse p 
en coincidence avec le symétrique p' de P par rapport au plan QQ'. 
C. Q. F. D. 

Scolie. — Le plan QCQ' peut être appelé plan de symétrie du polyèdre 
(P, p') considéré comme un polyèdre unique. 

Théorème IV. — Réciproquement, le symétrique p' de P par rapport 
an plan quelconque QQ', en tournant de deu.v droits autour d'une normale 
nu plan, devient l'un des inverses de P, et le pôle de symétrie est situé au 
point de rencontre C du plan et de l'axe de rotation. 

Car si l’on construit l’inverse p, en prenant C pour pôle de symétrie, p 
et // peuvent être amenés il coïncidence, p sur //, ou // sur p, par une 
rotation de deux angles droits autour de NN'. 

Corollaire I. — Il résulte des deux thcorcmcs précédents que les divei"S 
polyèdres symétriques de P ne sont autre chose, quant à leur forme, que 
son polyèdre inverse, et sont, quant 'a la direction de leui"s parties, les divers 
polyèdres obtenus pir des demi-révolutions de l’inverse p, eflcctuées autour 
d'axes arbitrairement choisis. 


XVI KOTK SUR LES POLYÈDRES SYMÉTRIQUES 

Deux polyèdres invei'ses d’un polyèdre donné P sont toujours sembla- 
blement tournés dans l’espace. Il n'en est pas de même de deux polyèdres 
symétriques de P, à moins que les deux plans de symétrie qui les déterminent 
ne soient parallèles entre eux. 

CoroUaire II. — Deux polyèdres symétriques de P par rapport à deux 
plans arbitrairement choisis peuvent toujours être supeqiosés ; car ils peuvent 
tous les deux être superposés à un polyèdre invei-se de P. 

Théorème V. — Dons deu.v polyèdres symctrû/ucs, les faces homologues 
sont égales chacune à chacune, etc. (Le reste comme au théorème II.) 

C’est la proposition II du livre 6 de Legendre; elle devient évidente, 
puisque le symétrique est toujours susceptible de coïncider avec l’inverse, 
et que l’inverse jouit, par rapport au polyèdre primitif, des propriétés ici 
énoncées, en vertu de notre théorème IL 

Du reste, la démonstration de ce théorème est rendue inutile. 

Théorème VI. — Deux angles solides opposés par le sommet sont inverses 
l’un de l’autre. 

Kn effet, le sommet commun est leur pôle de symétrie. 

Théorème VII. — Le plan qui passe par deux arêtes opposées d’un 
parallélipip'cde le. divise, en deux prismes inverses, et les angles solides 
opposés sont inverses l'un de l’autre. 

On démontre d’abord que les diagonales se coupent au même point; ce 
|K)int est donc le centre de symétrie du parallélipipède. 

Si l’on considère alore les deux prismes comme deux polyèdres distincts, 
le centre de symétrie devient un pôle de symétrie; donc les angles solides 
opposés sont inverses ainsi que les deux prismes. (Propositions V et VI du 
livre 6 de la Géométrie de Legendre.) 

Théorème VIII. — Sur lu sphère, ehaepie polygone sphérique P a son 
inverse p, dont les sommets sont diamétralement opposés h ceux du polygone 
donné. Si l'on fait tourner p de iHo degrés autour d'un diamètre de la 
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sphère, le nouveau polygone sera symétrique du polygone 1* par rapport 
nu plan dit grand cercle normal au diamètre choisi pour axe de rotation. 

Cela résulte de ce que le centre de la splière est pris pour pôle de 
symétrie. 

Réciproquement, tout polygone symétrique du polygone sphérique P 
[jeut être amené à coïncider avec son inverse p, par une demi-révolution 
autour du diamètre normal au plan de symétrie. 
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LES POLYÈDRES DE FORME SYMÉTRIQUE, 

Par M. A- BRAVAIS, 

l*llorBl*»Kr R A LKCOl.^ I*Ü t VT KC H M Vir t . 


l)iins les reclieic'lies (|iie nous allons faire sur les polyèdres, nous lèrons 
alistr.ietion de leurs faces et de leurs arèles pour ne considérer que leurs 
smmiiels, de sorte que tout polyèdre sera pour nous une agrégation de points 
distincts, de noiubre limité, et distribués d’une certaine manière autour de 
leur centre de gravité. 

Uefinition 1. — Je nommerai centre t/e symétrie d'un polyèdre un 
|)oint C,Jig. I , /V. /, tel, tpi’en le joignant à un sommet quelconque S du 
polyèdre et prolongeant CS d'une tpiantité égale à elle-même, le point j ainsi 
obtenu soit aussi un sommet du polyèdre; ce point s sera V homologue de S 
par rapport au centre C. 

Tu éon ÈM E I . — Dans tout polyèdre limité, il ne peut exister (pi un centre 
(le symétrie. 

Otte proposition , est évidente. 

Définition II. — Je nommerai axe de symétrie d'un polyèdre une 
droite AR,y/g'. i , telle, qu’en faisant tourner le jtolyèdre d'un angle Q autour 
de AB, les nouveaux lieux des sommets coincideut avec les anciens. Si, par 
exemple, celte rot.ation amène le sommet S en S', S’ devra aussi être le lieu 
d'uii sommet du polyèdre, et alors S, S' seront <lils homologues l'un de 
l'autre, par rapport à Taxe AB. 

d. 
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I'héoréme II . — L’anÿlc qui restitue les lieux des sommets d'un polyètlre, 
dans sa rotation autour d'un axe de symétrie, est toujours commensurablc 
avec 36o degrés. 

En effet, soit S', Jig. i, un lioniologne de S par rapport à l’axe AB : 
par S, S' menez un plan normal à AB, et qui coupera cet axe en c; de c, avec 
le rayon rS, décrivez une circonférence de cercle, sur laquelle vous prendrez 

arc S"S' = arc SS', arc S^S" = arc SS', etc. 

Pendant que la rotation entraînera S de S en S', le sommet S', participant à 
ce mouvement, viendra en S*' qui devra être aussi le lieu d'un sommet ; ainsi, 
non-seulement S, S' seront des sommets du polyèdre, mais il en sera de même 
de S", et des autres points S",... obtenus par la même voie. En répétant ainsi 
l'arc SS', on doit, après un ou plusieurs tours, revenir au point de départ S ; 
sans cela le nombre des sommets serait illimité, ce qui ne peut être. Donc on 
aura, en nommant K l'angle SCS', et q deux nombres entiers, premiers 
entre eux, 

K=e36o“. 

n 


Corollaire. — Le plus petit des angles de rotation capables de restituer 
les lieux des sommets est^^^- En eflét, l'expression générale de ces angles 
est 

mK. — 71. 3()o'’ = 36o“, 

<7 


m et n étant des nombres entiers; or on peut toujours, déterminer m et n 
d'après la condition 

mp — nq = 


donc, etc. 


Définition III. — On peut donc définir l'rtxe de symétrie une droite telle, 


qu’en faisant tourner le polyèdre autour d’elle, d’une partie aliquote ^ de 


3f)o degrés, la position apparente des sommets du polyèdre ne soit point 
troublée. 
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dénominateur q sera appelé le numéro d’ordre de la symétrie de l'are. 
Si l’on a fj = 2 , l’axe seia dit axe de symétrie du deuxième ordre, ou «.rc 
de symétrie binaire, ou, plus simplement, axe binaire. Si l'on a = 3, 
l’axe sera tlit ternaire, quaternaire, — Dans ces divers cas, il y aura resti- 
tution des lieux des sommets après de tour. 

Définition IV. — Je nommerai pian de .ymétrie du pnlyèdrc un plan l’Q. 
fiÿ. I , tel, qu’en abaissant d’un sommet (juelcoii(|uc S une perpendiculaire ^p 
sur ce plan, et la prolongeant d’une quantité égale à elle-même, l’extrémité 1 
ainsi obtenue soit aussi un sommet du polyèdre. I.es sommets S, 2 seront 
homologues [>ar rapport au j>lan PQ. 

Définition V. — Nous pouvons maintenant iléfinir un polyèdre de forme 
symétrique, ou, plus simplement, un polyèdre symétrique, celui qui possé- 
dera, soit un centre de symétrie, soit un ou plusieurs axes de symétrie, soit 
un ou plusieurs plans de symétrie. I.e poljèdre qui ne possédera ni centre, 
ni axes, ni plans de symétrie, sera dit asymétrique. 

Le terme de polyèdre symétrique est pris ici ilans un sens plus étendu que 
celui qu'on a coutume de lui donner dans la Géométrie élémentaire, oîil’on 
appelle polyèdres symétriques deux polyèdres distincts disposés symétrique- 
ment par ra()port à un j)lan; mais, pour nous, un polyèdre sera dit symé- 
trique lorsqu’il satisfera aux conditions énoncées ci-dessus. 

THÉonÈME III. — S'il existe deux ou plusieurs axes de symétrie, ces 
axes', et les plans de symétrie que le polyèdre pourrait posséder, doivent 
tous se couper en un meme point. 

Qir le centre de gravité des sommets du polyèdre, supposés également 
pesants, devra évidemment, par la construction connue des centres de gravité, 
se trouver sur chacun des axes de symétrie, et aussi sur tous les plans de 
symétrie du polyèdre. 

Définition VI. — T.e point de mutuelle rencontre des axes et plans de 
symétrie du polyèdre sera nommé centre de figure du polyèdre. Lorsqu’il 
existe un sc*ul axe de symétrie, lorsque tous les plans de symétrie passent par 
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cct axe, el qu’il n’y a pas de centre de symétrie, il n’y a pas non plus de 
centre de ligure. 

I.c centre d’un tétraèdre l'égulier est un centre de figure, mais non de 
symétrie, pour ce polyèdre. 

/h‘/initùm V’i[. — Deux axes de symétrie de même ordre sont dilso.res 
rtc rneme espèce lorsipie la configuration des sommets autour de l'un est la 
inême f|u’aulour de l’autre, l’oiir constater cette similitude fie configuration, 
on lie par la pensée les sommets du polyèdre à chacun des deux axes, et l'un 
fie ces deux systèmes est suppost- mobile. Alors, si l’on peut faire coïncider 
en même temps l’axe mobile avec l’axe fixe, les sommets mobiles avec les 
sommets fixes, les axes sont dits de meme espèce et directement semblables . 
Si les polyèdres ne peuvent se superposer pendant que les axes coincidenl, 
s'ils sont simplement liomolognes jiar laipport à un certain plan de symétrie, 
e'est-à-flire symétriipies l'nn de l’aiitie, flans le sens adopté par [.kormihi. 
I /éléments de Geométtie), les axes sei’ont encore de meme espèce; mais ils 
seront flits inversement semblables. 

Deux plans tle symétrie sont de meme espèce et directement semhlubU.<. 
lors(|u'en faisant tourner l un d’eux autour de leur commune intersection, et 
permettant an polyèdre fie participer à ce mouvement, la coïncidence avec 
l'autre plan de symétrie entraîne la restitution des lieux des somniets. INFais 
lor.sf|uerégaliléparsymélrie des géomètres remplace l’ég:dité|>arco'inciflcnce, 
les plans de symétrie sont flits de me'mc espèce, mais inversement semblables . 

I.firsf|ue CCS deux genres de similitude font iléfant, les axes on plans de 
symétrie sont flits d'espèces dijjèrcntcs . 

Deux axes fie même espèce sont nécessairement de même oiflre; mais la 
réci|)rofp)e n’e.st pas nécessairement vraie. 

Définition N UI. — Je nomme axe principrd un axe fie symétrie auquel 
tous les autres axes, s’il en existe, sont pcrpeiifliculaires, et auquel tous les 
jilans de symétrie, s’il en existe, sont parallèles ou normaux, ponrvfi d'ailleurs 
tpic l’ordre de la symétrie de cet axe principal ne .soit pas inférieur à celui de 
la .symétrie des autres axes. 

I.orsqu'il existe tleux ou plusieurs axes satisfaisant à ces conilitions, l un 
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d’eux peut être choisi aibitraircnient, el considéré eoiimie axe principal du 
polyèdre. 

Notations. — Pour représenter synibolicpieiiient les diverses sortes de 
symétrie que les polyèdres peuvent comporter, j’eniploier.ii la lettre C comme 
désignant un centre de symétrie; oG indiquera que le polyèdre est privé d’un 
tel centre. 

Les lettres A, L, 1/ désigneront des axes desymétrie; A% l<’, I/^ desaxes 
binaires; A’, L%... des axes ternaires, et ainsi de suite, l’indice supérieur 
inditpiant le miinéro d’ordre de la symétrie. 

r.a lettre A s’appliqucni toujours à l’axe princij)al. 

Ces notations sidfisent pour les axes, attendu qu’il ne peut jamais en exister 
plus de trois espèces dilTérentes dans un polyèdre. 

Le nombre des axes de nicme espèce sera indiqué par le coeflieient cpii 
précètle la lettie symbole de ces axes : ainsi la notation [A*, 3L’, 31/’] indi- 
quera un axe principal sénaire combiné avec trois axes l)inaires d’une certaine 
espèce, et trois autres axes binaires d’une autre espèce. 

Les plans de symétrie seront désignés par les lettres II, P, P'; on affectera 
la lettre fl au plan de symétrie noiinal à l’axe principal A, les symboles P 
et P' aux plans de symétrie qui ne sont normaux à aucun axe du polyètire, 
et les symlmles 1*^, P''', P’' aux plans <le symétrie normaux aux axes L*, I/», 
IA' de ce polyèdre. Le nombre maximum d'espèces de ces plans ne dépasse 
jamais trois. 

Le nombre des plans de symétrie de même espèce sera représenté, comme 
pour les axes, par le coefficient qui précède le symbole de ces plans ; ainsi 
[n, 3P’, 3P’’] signifiera un plan de symétrie normal à l’axe principal, trois 
plans de symétrie de même espèce normaux aux axes 3f.’, et trois plans de 
symétrie d'une autre espèce normaux aux axes 31/’. 

Définition IX et divisions. — Au point de vue de leur symétrie, les 
polyèdres peuvent se partager en quatre gi andes classes ; 

1° l’oi.YKDnES asymétriques; 

2° Polyèdres symétriques dépourvus d’axes; 
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3° Poi.YÈDBES SYMÉTHiQUlis A AXE PBiNCil’Ai. ; cctieclasse se divise Cil deiix, 
polyèdres h ajc principal d'ordre pair et polyèdres à axe principal d'ordre 
impair; 

4° Polyèdres symétriques spiiéhoéuriques, lesquels possèdent un ou 
plusieurs axes, dont aucun n’est un axe principal : ils se divisent en deux 
groupes, les polyèdres (ptalerternaires et les polyèdres décemternaires, selon 
le nombre des axes teiTiaires qui leur sont propres. 

I. — Polyèdres asymétriques. 

Puisque ces polyèdres n’ont ni axes, ni centre, ni plans de symétrie, ils 
peuvent, conformément aux conventions précédentes, être représentes par 
le symbole 

I oL, oC, oP |. 

§ H. — Polyèdres symétriques dépourvus d’axes. 

Théorème IV. — Dans tout polyèdre possédant un plan de symétrie et 
un centre de symétrie, la droite menée par ce centre normalement au plan 
est un axe de symétrie d'ordre pair. 

Soient PQ,_/ig’. a, le plan de symétrie, C le centre, Sun sommet quelconque 
dupolyèilre, Ca.\ la normale au plan. Par cette droite et S mene?. le plan A(}S 
iionnal à PQ, et contenant le sommet s bomologiie de S par ra|>port au 
c entre C, ainsi que le sommet S' homologue de s par rapport au plan PQ. 
Si l’on joint S et S', il est visible que la droite de jonction sera perpendicu- 
laire sur CA, et que l'on aura aS'= nS. Donc la condition pour que l’axe AC 
soit un axe binaire sera satisfaite. L'axe AC pourrait aussi être un axe quater- 
naire, sénaire, et, en général, un axe d’ordre aq. Donc, etc. 

Théorème V. — Lor.upiil existe deux plans de symétrie dans un 
polyèdre, leur intersection est un axe de symétrie. 

Soit S,/ig. 3, un sommet cpielconque du polyèdre; prenez pour plan de 
la figure le plan mené par S normalement aux deux plans de symétrie donnés; 
.soient CP, Cp les traces de ces plans sur le plan de la figure. On obtiendra 
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l'homologue f de S par rapport au plan CP, en faisant, dans le plan l’C/?, 
angle SC J = 1 angle SCP = a angle jCP, Cj = CS ; 
de même, on aura l’homologue S' de s par rapport au plan Cp, en faisant 
angle S'Cj = a angle fC/J, CS' = Cj; 
d'où, p9r soustraction, 

S'CS=aPC/>, CS' = CS. 

En répëlani sur le sommet S' la construction faite sur S, on arrivera de même 
à un autre homologue S", pareillement déterminé par les équations polaires 

S"CS' = a PC/7, CS" = CS'. 


Si donc de C, avec un rayon CS, on décrit la circonférence SS'S", et si 
l’on porte un certain nombre de fois l’arc SS' sur cette circonférence, les 
points S, S', S", etc., formant un système nécessairement limité, seront les 
sommets d’un polygone régulier inscrit à ce cercle. Si y est le nombre de ces 
sommets, on voit qu’à chaque point S correspondent (j — i autres points 
homologues de S par rapport à la normale au plan : cette normale sera donc 
un axe de symétrie dont le numéro d’ordre y dépendra de la valeur de 
l’angle PC/7. 

CoroUaire. — L’angle SCS' est nécessairement de la forme 

- 36o“, 

9 

p, (] étant des nombres entiers premiers entre eux, et, dans le cas où S, S' 
sont deux bomologues aussi voisins que possible, on a 


SCS' = 


36o'* 


d'après le corollaire du théorème II. 


Théorème VI. — /.ej polyèdres symétriques dépourvus d'axes n'ont que 
deux modes distincts de symétrie, selon qu’ils possèdent un centre ou un plan 
de symétrie. 
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Car ils ne peuvent posséder à la fois un centre et un plan de syméti-ie, en 
vertu du théorème IV, ni deux plans de symétrie, en vertu du théorème V. 
Ces symboles de ces deux modes de symétrie seront donc 

[oL, C, oP), 

[oL, oC, P|. 

III. — Polyèdres symétriques v axe principal. 

Théorème VII. — Lorsqu un polyèdre possède deu.v plans de symétrie 
P, p, non perpendiculaires entre eu.v, il en possède un troisième P' qui est 
V homologue de P par rapport au plan p, et de même espère que P. 

Soient CP, Cp, /ig. 3, les traces des deux plans P, p sur un plan normal 
à leur commune intersection, et soit / un sommet situé sur ce dernier plan. 
Soit, de plus, CP' la trace du plan P' homologue de P par rapport an plan 
intermédiaire Cp. Le sommet s' aura un homologue en S par rapport à Cp, 
et S un honiulogiie en s de l'autre côté de CP : de même, s aiiin un homo' 
logne en S' par rapport au plan Cp ; il est facile de voir que S' sera l’homo- 
logue de s' par rapport au plan (^P* : ainsi à chaque sommet correspond un 
autre sommet qui est son homologue par rapport à ce dernier plan; donc P* 
est aussi un plan de symétrie, et l'on voit qu’il est de même espèce que P. 

Théorème VIII. — Lorsqu’un polyèdre possède un plan de symétrie P, 
et un axe de sYmétrie I, oblique à ce plan, la droite I/, homologue de l, par- 
rapport au plan, est aussi un axe de symétrie. 

Car soit S,yi^' 4, un sommet quelconque, ayant un homologue en s par 
rapport au plan P, et soient s, s', s", etc., le sy.stème des homologues de s 
par l'apport à l'axe L ; soient S, .S', S", etc. , les homologues de s, s', s” , etc. , 
par rapport au plan P. I^ configuration de S, S', S", etc., autour de L' sera 
la même que celle de s, s', s", etc., autour de L; doncL' est aiLssi un axe 
de symétrie, et de même espèce que L. 

Corollaire. — Tout plan de symétrie entraîne la reproduction sur le côté 
opposé de ce plan, non-seulement de chaque sommet, mais aussi de chaque 
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plBii OU nxe de symétrie du polyèdre. I.es plans et axes ainsi reproduits sont 
de même espèce que les primitifs, et inversement semblables à ces derniers. 

TnéonÈME IX. — Dans tout polyèdre possédant un a.re L d'ordre q, à 
tout plan de symétrie oblique à l'a.ve correspondent q — i autres plans de 
symétrie de meme espèce. 

Ce théorème se démontrerait comme les théorèmes Vil et VIII. 

On peut aussi se borner à remarquer que, pendant la rotation du polyèdre 
autour de l’axe L’, le plan de symétrie peut être considéré comme participant 
à cette rotation ; or, pendant qu'elle s’elTectiie, ce plan ne cesse pas d'être 
un plan de .symétrie par rapport au polyèdi e qui participe à son mouvement ; 
il eu sera donc encore île même lorsque la rotation aura atteint une valeur 

ancillaire de 

f' q 

TnéoiiÈME X. — Dans tout polyèdre possédant un axe I, d'ordre q, à 
tout axe de symétrie \I oblique sur le précédent corre.spondent q — i aulre.s 
axes de meme ordre et de meme espèce que l'a.rc L'. 

Ce théoi-ème se ilémontre comme le précédent; lorsque le jiolyèdre tourne 

de autour de I/, l’axe 1/ ne cesse pas d’être un axe de symétrie du 
'/ ' 

polyèdre mobile. 

Corollaire . — Tout axe de symétrie d’ordre q nécessite la coexistence de 
tous les axes ou plans de symétrie qui sont les homologues d’un axe ou 
d’un plan donné, par rapport à l'axe d’ordre q. Les plans ou axes homo- 
logues ainsi obtenus sont de même espèce et directement semblable.s entre 
eux. 

Thi-obème XL — Lorsqu’il existe un nombre total q de plans de symé- 
trie se coupant suivant une meme droite., cette droite e.st un axe de .symétrie 
dont le numéro d'ordre est q ou un de ses multiples. 

Les angles dièdres de ces plans sont nécessairement égaux entre eux ; sans 
cela ces plans se reproduiraient symétriquement l'un par rapport a l'autre 
(théorème Vil), et leur nombre total serait supérieur à q. 
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Soient donc CPA et C/»A, Jig. 5, deux plans de symétrie voisins : on 
aura évidemment 

1>C« = — . 

^ 7 

Or, le point <j étant l'homologue île S par rapport au plan PCA, et S' l'homo- 
logue de U par rapport au plan /iCA, la rotation qui amènera S en S', en 
faisant tourner le polyèdre autour de CA, sera, d'après la démonstration du 
théorème V, 

PCP' = 2 PC/7 = 

Donc l’ordre de symétrie de l'axe CA sera </, ou l’un de ses multiples. 

Théorème XII. — Imi-.u/uH existe deux axes (h‘ symétrie binaires, la 
normale à leur plan, menée par leur point d’ intersection, est un axe de 
symétrie du polyèdre. 

Soient CP, Cp, Jig. 3, les deux axes hinaires, et S un sommet du po- 
lyèdre ; je supposerai que S soit situé à une hauteur A au-dessus du plan PC/i 
qui est le plan de la figure, et qu’il se projette orthogonalement en S : 
l'homologue de S par rapport à l’axe CP sera le point s situé à une distance A 
au-dessous du plan de la figure, et l'on aura, entre les projections S et s, 
les ■'dations 

angle SC J = aangle SCP, Cjt=(JS; 

de même on ohtiendia l'homologue S' de s par rapport à l’axe C/7, en 
posant 

angle S'C J = a angle jCP, CS' = Cj-, 
et le point S' sera à une hauteur A au-dessus du plan de la figure; donc 
S'CS = aPC/7, CS' = CS. 

En répétant les mêmes opérations sur S', on atteindra de même S", puis S'*; 
tous ces points formeront les sommets d’un polygone régulier inscrit au 
cei'cle de rayon CS, et seront les homologues de S par rapport à la noi'male 
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an plan. Donc cette normale sera un axe de symétrie dont le numéro d'ordre^ 
dépendra de la valeur de l’angle VCp. 

Théorème XIII. — Lorsfju’il existe un nombre total q d'axes binaires 
répartis sur un plan, la normale au plan est un axe de symétrie dont le 
numéro d’ordre est q ou un multiple de q. 

Les angles de ces axes sont nécessairement égaux entre eux; sans i-ela, 
ces axes se reproduiraient l’un l’autre, dans le même plan (théorème \, 
corollaire) , et leur nombre total serait supérieur au nombre q. 

Soient donc CP, C/> deux axes binaires voisins, _/ïg. 5, et CA la normale 
à leur plan : on aura évidemment 



Or, si s est l’homologue de S par rapport à l’axe CP, et S' l’homologue de s 
par rapport à l’axe Cp, la rotation qui amcneixi S en S', en faisant tourner 
le polyèdre autour de CA, sera, d’après la démonstration du théorème 
précédent, 

angle 1X]P' = a \\.p = 

donc la droite CA sera un axe de symétrie d'oixlré égal à ^ ou à un multiple 
de q. 

Théorème XIV. — Lorsqu'il existe trois axes quaternaires rectangu- 
laires entre eux, il existe en meme temps quatre axes ternaires extérieurs aux 
plans qui joignent deux à deux les ares quaternaires. 

Soient OA, OB, OC, jig. 6, les trois axes quaternaires se coupant au 
centre de Kgure O du polyèdre. Faisons faire au polyèdre un quart de tour 
autour de OA et de B vers C; le lieu uppaient des sommets restera le même, 
et l’axe OB viendra eu OC. Faisons faire au polyèdre un second quart de 
tour, autour de la verticale OC, de A vers B; le lieu apparent des sommets 
restera encore le même; l’axe OB restera en OC, et l'axe OA viendra en OB. 
Le résultat de cette double rotation sera donc de transporter le système des 
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axes OA, OB, fixes avec le polyèdre et mobiles avec lui, sur le système des 
droites fixes OB, OC. Or il est visible que ce transport équivaut à une rota- 
tion unique de i ao degrés autour de la droite OD qui joint le centre de 
figure O au centre D du triangle sphérique trirectangle ABC. D’où l’on voit 
que la ligne OD est un axe ternaire du polyèdre, et comme il existe huit 
triangles trireclangles à centres opposés deux à deux , ces axes ternaires 
seront au nombre de quatre, tous extérieurs aux plans AOB, AOC, BOC. 

Corvtlairc. — Un polyèdre à trois axes quaternaires rectangulaires ne 
possède ()as d'axe principal; car, dans tout polyèdre pourvu d’un axe prin- 
cipal, si l’on prend trois axes quelconques L, F/, 1 / non situés dans le même 
plan, deux au moins des trois angles qu’ils comprennent doivent, d'après 
la définition de l'axe principal, être égaux à 90 degrés. Or, cette condition 
n’est pas satisfaite par le système des trois axes OA, OB, OD. 

Théorème XV. — üam tout polyèdre possédant un axe principal A’, 
s’il existe un second a.ce de symétrie, cet axe, nécessairement situé dans un 
plan normal h A'', aura une symétrie simplement binaire. 

Soient CA, Jig. 7, l’axe A*, et CF> le second axe, j: étant le numéro d’ordre 
inconnu <ie sa symétrie; il est clair que cet axe sera situé dans un plan 
normal à A’, et je dis, de plus, que l’on aura x= a. 

En efl'et, d'après la définition de l’axe principal, les axes homologues 
de A* par rapport à 1/ (théorème X, corollaire) doivent être normaux à A*, 
ou coineider avec lui. Ainsi, on ne peut faire que les suppositions x=2, 
j;=4i correspondant, la première au cas d’un demi-tour autour de I/, la 
deuxième au cas d’un quart de tour. 

Si jt= 4 . l'axe CI^ sen» quaternaire, et l’axe (i.\ se reproduira en Cl/, 
qui sera un axe de même espèce que lui (théorème X), et situé dans le plan 
normal à CA, [tassant [var C; Cl/ sera donc aus.si un axe d’ordre y, et pour 
([ue les axes homologues de l’axe CL par rapport à CI/ ne sortent pas du 
[>lan IXI/, comme l’exige la définition de l’axe principal, il faudra que l’on 
ait 7 = 4 ou (/ = a. 

I.e cas 7 = 4 correspond au cas de trois axes quaternaires rectangulaires, 
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et doit être rejeté; car il n‘y a pas alors d'axe principal (théorème XIV, 
corollaire). 

Dans le cas 17 = a, l'axe CI< .sera le véritable axe principal. En effet, il 
est facile de voir qu'il ne peut y avoir de plan de symétrie passant par Ca 
, et oblique à CL ; car son premier homologue par rapport à l’axe quater- 
naire CL ne serait ni normal ni parallèle à CA, et cela serait contraire à la 
supposition que CA est un axe principal : donc rien ne s’oppose à ce que 
l’on considère CL comme axe principal, et l’on doit le faire, puisque l’ordre 
de sa symétrie est plus élevé que l’ordre de la symétrie de Ca. Donc, si Ca 
est réellement un axe principal, ou ne peut jamais avoir a; = 4 - 

Il ne reste que la supposition a; donc le deuxième axe de symétrie 
sera un axe simplement binaire. 

Théorème XVI. — Dans tout polyèdre à cure principal, les q axes 
binaires situés dans le plan normal à cet axe sont également inclinés, chacun 
sur son 'voisin, et sont de même espère de deux en deux. 

Car soient CP, Cp,Jig. 3, deux axes binaires voisins; l’axe binaire C^y 
forcera l’axe (iP à se reproduire du côté opposé en CP' (théorème X, corol- 
laire); (3’' entraîne à son tour l’existence de l’axe Cp', et ainsi de suite : d’où 
l’on voit que les q angles I*C/y, /yCP', P'C//, etc., doivent être égaux entre 

, , 180" 

eux et a 

9 

Les axes CP et CP' sont de même espèce et directement semblables par 
rapport à l’axe intermédiaire Qp; de même Cp et C// sont de même espèce 
entre eux et dii*ectement semblables par rapport à l’axe CP'; donc, etc. 

Théorème XVII. — Les polyèdres qui possèdent un axe A*, q plans 
de symétrie passant par cet cuve, et le plan de symétrie II normal à l’axe 
principal, possèdent aussi q axes binaires, aux intersections de ces q plans 
avec le plan fl. 

Iæ rencontre de deux plans de symétrie est toujours un axe de symé- 
trie (théorème V); or, cet axe ne peut être que binaire (théorème XV); 
donc, etc. 

On peut aussi, pour démontrer ce théorème, recourir à la fig. 5, où CPQ 
est l’un des q plans passant par l’axe A’, et CPP' le plan TT. 
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Soit 1 l'hoinologue du sommet S par rapportai! plan n ; soit s l’homo- 
logiic de 2 par rapport au plan CPQ ; il est visible que S et j sont homo- 
logues Tun de l’autre par rapport à CP, qui est ainsi un axe binaire du po- 
lyèdre. 

Théorème XVlll. — Les polyèdres (pti ont un axe A’, (/ axes binaires 
normaux à A*, et te plan de symétrie 11 normal à A’, ont aussi q plans de 
symétrie passant par l’axe A’ et par chacun des axes binaires. 

Soit CP,yi’^. 5, l'un des axes binaires; soit CPP’ le plan Tl normal à l’axe 
principal CA. Ije sommet S aura un homologue en s, de l’autre côté de 
l’axe biliaire CP; le sommet s aura un homologue en a, de l’autre côté du 
plan II : les points S et ir seront homologues l’un de l'autre par rapport au 
plan CPQ; donc ce dernier plan sera l'un des plans de symétrie du polyèdre. 

Théorème XIX. — Les polyèdres qui possèdent un axe principal A*, 
q plans de symétrie passant par cet axe, et un centre de symétrie, possèdent 
aussi q axes binaires menés par le centre normalement à chacun de ces 
plans. 

C’est une conséquence des théorèmes IV et XV. 

Théorème XX. — Ixs polyèdres qui possèdent un are A’, q axes binaires 
normaux à A’, et un centre de symétrie, possèdent aussi q plans de symétrie 
normaux à ces axes binaires. 

Cela résulte du théorème ,XXI que nous allons démontrer. 

C(U des polyèdres à axe principal d’ordre pair. 

Théorème XXI. — Tout polyèdre possédant un a.re d'ordre pair et un 
centre de symétrie possède un plan de symétrie passant par le centre et 
normal à cet axe. 

Soit CA,/<^'. a, l'axe de symétrie d'ordre aiy; soient C le centre de sy- 
métrie, et IHj le plan normal à CA. Le sommet Sa aiy — i homologues par 
rajiport à l'axe CA; si donc on abaisse la normale Sa sur CA, et si on la 
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prolonge de nS' = aS, S' sera l’iiii de ces homologues. Joignant S' au centre 
C, prolongeant et faisant cX = cS\ on obtient le sommet 2 homologue de S' 
par rapport au centre G : évidemment S et 2 sont homologues par rapport au 
plan PQ; donc ce plan est un plan de symétrie du polyèdre. 

Th^orè.me XXII. — Tout polyèdre possédant un cuve d’ ordre pair et 
un plan de symétrie normal à cet axe possède un centre de symétrie^ situé à 
la rencontre de l'axe et du plan. 

Soit S',Jiff. 2, rhoinologiic oppost; au sommet S par rapport à l’axe GA; 
soit s l’homologue de S' par ra|)port au [)lau PQ normal à l’axe C.\ : les 
deux sommets S et j seront homologues relativement au point G où l’axe 
coupe lè plan; ce point sera donc un centre de symétrie du polyèdre. 

'riiÉoRÈME XXllI. — 7 'ont polyèdre possédant un axe d'ordre pair, et 
un plan de symétrie passant par cet axe, possède un second plan de 
.symétrie passant par l'axe et normal au plan précédent. 

Soient C\, fig. 7, l’axe d'ordre pair, LGa le plan de symétrie donné, 
S un sommet du polyèdre. S' son homologue de l’autre côté de GA, l'ho- 
niologue de S' par rapport au plan LGA : S et / seront homologues par 
rapport au plan AGL' passant par CA et normal au précédent; donc, etc. 

Théorème XXIV. — Dans tout polyèdre possédant un axe W, s'il 
existe des axes binaires normcuix à 1.’’, leur nombre total est égal à 
savoir : q ares d'une première espèce, et q axes d'une secorule espèce, 
alternant avec les précédents. 

Soit CP, fig. 5 , un axe binaire normal à l’axe GA d’ordre -iq; soit menée, 
dans le plan PGP' normal à GA, la droite Cl^ faisant avec GP l’angle 

36o“ iSo'’^ 

la droite Cl^ sera un axe binaire de même espèce que CP, à cause de la 
symétrie propre à l’axe CA (théorème X, corollaire). I,e nombre des axes 

f 
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ainsi obtenus sera égal à q\ chacun d'eux peut être considéré comme dérivant 
de CP par des rotations égales à 




( 7 -*) 


180” 


les axes correspondants aux rotations 


180" , ,180» 

7 — > ( 7 + 0 — >• 


/ 4 >80" 

(27- 0 — ’ 


coïncident avec les précédents. 

Si maintenant on partage PCP' en deux jjarties égales par la bissectrice 
Vjp, Ç,p sera aussi un axe binaire. Car soit s l’homologue de S par rapport 
à CP; soit s riiomologue de s par rapport à l’axe CA, l’angle de rotation 
qui amène j en s étant 

— = PCP'; 


les sommets S, s' seront homologues par rapport à ùp considéré comme 
étant un axe binaire : ces q droites bissectrices seront ainsi des axes binaires, 
mais d’une autre espèce. 

Il y aura donc 27 axes binaires, et leur nombre ne peut être plus consi- 
dérable ; car, s'il existait Q axes binaires, Q étant supérieur à a 9, l’ordre de 
la symétrie de Taxe nonnal a leur plan serait Q ou /«Q (théorème XIII), ce 
qui est contraire aux conditions de l’énoncé. 

Corollaire I. — Le nombre des axes binaires normaux à un axe prin- 
cipal A’’ sera toujours égal à o ou à 2ç. 


Corollaire II. — I<es axes binaires normaux à A’* sont perpendiculaires 
entre eux, deux à deux. 

Théorème \XV. — Dans tout polyèdre possédant un axe L’’, s'il 
existe des plans de symétrie passant par cet axe, leur nombre total sera 2 y, 
dont q d’une espece, et q d'une autre espèce, alternant avec les précédents. 
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Soient AGP, .^CP', fig. 5 , deux plans de symétrie faisant entre eux 
l'angle 


j,Qjy 360“ 180" 


Le système de ces plans se composera de <] plans de symétrie, de même 
espèce et ilirectement semblables entre eux. De |)liis, les plans intermédiaires 
qui partagent en deux parties égales les angles dièdres (ACP, AGP') sont 
aussi (les plans de symétrie. Car soit AG/i un de ces plans intermédiaires ; 
prenei <r homolugue d’un sommet donné S par rapport au plan AGP, et 
soit (t' riiomologue de <r par rapport à GA, l'angle de rotation qui amène <t 
en a' étant 


— = PGP': 

iq 


il est clair (jne S et y' seront symétriquement placés par rapport au plan 
ACp; donc ce [dan est un plan de symétrie, et il en existe en tout (/ d'nne 
autre espèce que ACP, et tous directement semblables à AL,p. 

Il existe donc •2fj plans de symétrie passant [>ar I,*', et leur nombre ne 
[>eut être plus considérable ; car s’il était égal à Q > 'itj, l'ordre de la symé- 
trie de l’axe placé à leur commune rencontre serait Q on niQ (théorème XI), 
ce (jiii ne [leiii être. 


Corollaire I. — I.c nombre des plans de symétrie passant par un axe 
principal A’’ est toujours o ou 27, et ne |>ent être supérieur à ce dernier 
nombre. 


Corollaire II. — Ces plans de symétrie sont perpendiculaires deux à deux. 

Théorème XXV'I. — Ia-s polyèdres h a~re principal A*'', epti ne possèdent’ 
ni plans de symétrie passant par cet ase, ni axes binaires, ont deux modes 
distincts de symétrie, selon (pie le plan normal à l'axe principal est ou n'est 
pas un plan île symétrie. 

Le nombre des axes de symétrie est lixe par l énoncé du tliéoi ème; il en 
est de niènic de celui des plans de symétrie, du moment que 1 on sait si le 
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plan normal k l’axe principal est ou n'est pas un plan de symétrie. Quant à 
la présence du centre de symétrie, elle est subordonnée à celle du plan de 
symétrie normal à l’axe principal (tliéorèmes \\I et XXII). 

r.es symboles de ces deux modes de symétrie seront donc 

Ia’’, oL% oC, oI'|, 

[A”, oL% C, H]. 

Théorème XXVII. — Les polyèdres h are principal A’’, qui possèdent 
isolément, soit les iq plans de symétrie, soit les 7 .q a-res binaires, compa- 
tibles avec cet axe principal, ne peuvent avoir ni plan de symétrie normal à 
l'a-ce principal, ni centre de symétrie. 

C'est une conséquence évidente des théorèmes XVII, XVIII, XIX et XX. 

Le groupe de polyèdres auquel se rapporte l’énoncé du théorème actuel 
se décompose en deux classes à symétrie distincte, selon que les plans de 
symétrie ou les axes binaires font défaut; les axes binaires étant de deux 
espèces différentes (théorème XXII), nous représenterons ceux d’une pre- 
mière espèce par L’, ceux d'une deuxième espèce par L'". De même pour 
les plans de symétrie; ceux d'une espèce seront désignes par P, ceux de 
l’autre espèce par V . On aura ainsi, pour représenter les deux classes de 
polyèdres, les symboles 

[A»’, qW, q\!\ oG, oPJ, 

[A*’, oL% oC, r/P, qV'\. 

Théorème XXVllI. — Dans les polyèdres possédant l'axe princi- 
pal A’’, U q n.tes binaires et 2 q plans de symétrie passant par l’axe principal, 
les axes binaires peuvent vtre situés sur les plans de symétrie, ou bien 
alterner avec eux, c est- à-dire coïncider avec les bissectrices de leurs angles 
düdres; ce qui donne, pour ce cas particulier , deux modes distincts de 
.symétrie. 

Pour toute autre position relative, les axes binaires, en reproduisant par 
<les rotations de 180 degrés les iq plans de symétrie (théorème X, corol- 
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laire), feraient doubler le nombre de ces derniers; et, de même, les axes 
binaires se répétant dans des positions homologues de l'autre côté des plans 
(théorème VIII, corollaire), doubleraient aussi en nombre; ce qui est con- 
traire aux corollaires des théorèmes XXIV et XXV : donc, etc. 

Théorème XXIX. — Dans les polyèdres à a.re principal A’’*, lorsque 
les plans de symétrie contiennent les a~ces binaires, il existe un plan de symé- 
trie normal à l'axe principal, et un centre de symétrie. 

Soit G\,fig. 5, l’axe principal ; soientCP l’im des axes binaires, et ACPQ 
le plan de symétrie qui contient cet axe. Le sommet S aura son homologue 
en s par rapport à l’axe binaire (iP; f aura son homologue en X par rap- 
port au plan ACPQ. I^a disposition relative de S et 2 indique que le plan PCP', 
normal à ('.A et au plan (iAP, est un plan de symétrie du polyèdre, par 
rapport auquel S et 2 sont deux sommets homologues : donc il existera un 
plan de symétrie normal à A’’, lequel entraîne à son tour l’existence d’un 
centre de svmétrie (théorème XXII). 

Théorème XXX. — Dans les polyèdres « axe principal A’% lorsque 
les plans de symétrie alternent avec les axes binaires, ceux-ci sont tous de 
meme espèce, mais inversement semblables chacun avec son voisin; il n'existe 
alors ni plan de symétrie normal « iaxe, ni centre de symétrie. 

S’il existait un plan de symétrie normal à l’axe, ses intersections avec les 
plans de symétrie .seraient des axes binaires (théorème XVII), ce qui est 
contraire à l’énoncé de notre théorème; donc il n’existe ni plan de svmétrie 
normal à l’axe principal, ni centre de symétrie (théorème XXI). 

Les axes binaires voisins L,/,, l.,l,,Jig. 8, sont inversement semblables, 
comme homologues par rapport an plan de symétrie intermédiaire qui passe 
|)ar l'axe principal et par P,C/>,. 

La similitude inverse n'exclut pas nécessairement, dans le cas général, la 
similitude directe; mais, dans le cas présent, il est facile des’assurer que L,/„, 
L,i, ne peuvent Jamais être directement semblables; car la rotation qui amè- 
nerait la coïncidence caractéristique de la similitude directe ne peut évidem- 
ment s’effectuer qu’autour de l’axe principal, autour de la bissectrice 



XI^ MÉMOIRE 

ou enfin autour de la deuxième bissectrice />,CP,, normale à la précédente, 
(ionime il existe ary axes binaires, on a 




J, P _ i8u°_9o° 

af/ 47 ’ “ ' '^7 7 


Si CL,, CL, étaient directement semblables par rapj>ort à l’axe principal, 
la rotation qui restitue les lieux des sonuiicts étant-^i l'ordre de la symétrie 

de l’axe prineipal serait 47 , ce qui ne peut être. De même Cï-,, CL, ne 
|>euvcnt être directement semblables par rapport à CP,, puisque CP, n’est 
point un axe binaire. La normale à CP,, ou CP,, n’est pas non plus un axe 
binaire, puisque l’on a 

90“ = y X P,CP,, 


et qu’ainsi cette normale est une droite du groupe CP,, CP,, CP,. Donc les 
axes binaires voisins .sont inversement semblables, sans aucune possibilité de 
superposition. 

Ijii fig. 8 offre la disposition des sommets homologues pour le cas 27 = G. 
Le plan de symétrie normal à l’axe principal est pris pour plan <le la figure. 
Les ronils noirs indiquent les sommets situés au-dessous de ce plan ; les ronds 
à centre blanc, les sommets situés au-dessus du même plan. 

En exprimant les symboles des deux modes de symétrie que nous exami- 
nons, il convient de remarquer que, dans le cas du théorème XXIX, les 
plans de symétrie sont normaux aux axes binaires, et que, dans le cas où les 
plans alternent avec les axes, ils ne peuvent leur être perpendiculaires. Nous 
aurons ainsi pour les formules relatives, i° au cas de la coïncidence, 2" au 
cas de raltcrnance : 

[A»L r/L», 7L", C, H, 7P'»|, 

|A’’, 27!,’, oC, 27PJ. 


<Jn voit, par les théorèmes XXV’!, XXV II et XXV 111 , ipic les polyèdres 
à axe principal d’ordre pair ne peuvent avoir que six modes de symétrie; 
on les trouvera indiqués dans le tableau synoptique fpii termine ce Mémoire. 
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Dans ce tableau; on peut donner à q toutes les valeurs possibles, depuis 
q = I inclusivement, jusqu'à </ = oo . 


Cas des polyèdres à OJCe principal d’ordre impair. 


Théorème XXXI. — Un polyèdre possédant un axe principal d'ordre 
impair ne peut posséder en me'me temps un plan de symétrie normal à cet 
axe et un centre de symétrie 

C’est une conséquence du tliéorèrac IV’. 

Théorème XXXU. — Dans tout polyèdre possédant un axe principal 
A*^*'*, s'il existe d'autres axes, ces axes sont binaires, leur nombre total est 
égal à -À q + i , et ils sont tous de meme espèce. 


Un quelconque des nouveaux axes, nécessairement binaire et situé dans 
le plan normal à A’’’’"' (théorème XV^), sera répété aq fois, en vertu du 
corollaire du théorème X; d’ailleurs ces aq i axes seront distincts entre 
eux, et ne se superposeront pas (comme cela arrive pour le cas des axes 
principaux d’ordre pair), lin effet, si on les numérote o, i, a, etc., dans 


l’ordre où des rotations successives, égales chacune à 


36o® 


J les font naître, 

on trouve que les inclinaisons de o, i, a, 3 , etc., sur l’axe o sont 


„ 36o“ a.36o" a.36o® (9-t-i)36o“ a^.36o 

O , f * "■ > »••• — ' f 

et correspondent à des droites distinctes, puisque deux de ces angles ne 
peuvent jamais différer de 180 degrés. 

Il ne peut exister, dans le plan normal à l’axe piincipal, d’autres axes 
binaires rpie ceux dont nous venons de constater la présence. Car, soit Q 
leur nombre total : si l’on avait Q > ay i , le numéro d’ordre de la symétiie 
de l’axe principal serait Q ou mQ (théorème XIII), ce qui est contraire à la 
supposition d’un axe principal d’ordre a^ -t- i . 

Corollaire. — Le nombre des axes binaires normaux à A’*^' sera tou- 
jours o ou ary -t- I . 
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Théorème XXXIII. — Dans tout polyèdre possédant l'axe principal 
s'il existe des plans de symétrie passant par l'axe principal, leur 
nombre total est iq \ , et ils sont tous de meme espèce. 

t 

On déinontrerii, coimiie dans le lliéorènie précédent : i" que les -i- i 
plans provenant de rotations successives, tontes égales à autour de 

l'axe prbicipal, sont distincts, de meme espèce, et directement semblables 
entre eux ; a” que leur nombre ne peut sui passer a^ -+- 1 , à cause du théo- 
rème XI. 

Corollaire. — Le nombre «les plans de symétrie passant par l'axe prin- 
cipal sera toujours égal à o ou à aiji-l- i. 

Théorème XXXIV. — Les polyèdres à a.re principal qui ne 

possèdent ni plans de symétrie passant par cet a.vc, ni ares binaires, offrent 
trois modes distincts de symétrie, selon qu’ils ont ou n’ont pas un plan de 
symétrie normal à l’axe, et, dans ce dernier cas, selon qu’ils ont ou n’ont 
pas un centre de symétrie. 

Si le polyèdre possède un plan de symétrie normal à l’axe principal, il 
ne peut avoir de centre de symétrie (théorème XXXI) ; dès lors, l’axe étant 
un axe principal, la symétrie du polyèdre est complètement fixée. 

Si le plan normal à l’axe principal n’est point un plan de symétrie, la 
même impossibilité n’existe jilus. Ainsi, avec nos précédentes notations, 
nous aurons les trois symboles distincts 

(A’»"’, oL’, oC, ol'|, 
oh\ C, oP|, 

[A’»"', oL*, oC, n|. 

Théorème XXXV. — Lej polyèdres à axe pri/icipalA^^*' , qui possèdent 
isolément, soit les %q -h \ plans de symétrie, soit les %q -+- \ axes binaires, 
compatibles avec cet axe principal, ne peuvent avoir ni plan de symétrie 
normal à A’’*', ni centre de symétrie. 
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C’est une conséquence évidente des tliéoremes XVII, XVIII, XIX et XX. 

Ku conservant les notations déjà adoptées, on trouve que les deux classes 
de polyèdres auxquels se rapporte le théorème actuel sont représentées par 
le.s symboles 

(2f/-M)I.’, oC, oP|, 

[a”*', oL*, oC, (a</-t-i)P]. 

Théorè.me XXXVl. — Dans les polyèdres possédant l'axe principal 
A’^' , -iq i axes binaires et -xq -k-i plans de symétrie passant par l’a-re 
principal, les axes binaires sont situés sur les plans de symétrie, ou bissè- 
quent leurs angles dièdres. 

Ce théorème se démoiiti'e exactement comme le théorème XX VI II. 

Théorème XXXVII. — Dans les polyèdres h axe principal A’**', 
lorsque les plans de symétrie contiennent les os es binaires, il existe un plan 
de symétrie normal à l'axe principal, mais pas de centre de symétrie. 

La démonstration est celle du théorème XXIX. Mais la conséquence 
relative à l'existence du centre de symétrie n’a plus lien, à cause du théo- 
rème XXXI. 

Théorème XXXVlll. — Dans les polyèdres à axe principal A'^', 
lorsque les plans de symétrie alternent avec les axes binaires, ceux-ci sont 
tous de meme espèce, et coïncident avec les normales aux plans de symétrie; 
il c.i iste alors un centre de symétrie, mais pas de plan de symétrie normal à 
l’axe principal. 

Les axes hinaires CL,, CL,, CL,, Jig. g, part.ngeni alors en xq -(- i par- 
ties égales la demi-circonférence d'im cercle décrit de C comme centre; ce 
nombre étant impair, l’une des bissectrices des angles L,CL,, L,CL,, etc., 
sera normale à CL, ; donc il existera tonjoiii's nn plan de symétrie normal à 
l'axe CL, : c’est le plan dont la trace est P,C/^, sur le plan de la fig. g, 
supposé nornuil à l'axe principal. La coexistence d’un plan de symétrie et 
d’un axe binaire qui lui est normal entraîne celle du centre de symétrie 
(théorème XXII). 

g 
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D'ailleurs, les axes binaires sont tous directement semblables par rapport 
à l’axe principal, et, par conséquent, de même espèce, l^es ronds à centre 
blanc et à centre noir de la Jig. 9 indiquent la disposition des sommets 
homologues; les ronds noirs indiquent les sommets situés au-dessous du 
plan de la figure; ceux à centre blanc, les sommets situés au-dessus de ce 
plan. 

J.,es symboles des polyèdres auxquels se rapportent les théorèmes XXXVIl 
et XXXVIII seront donc, d’après les conventions de la page xxv, 

[a’’"', (ar/-J-i)L’, C, (2<y-4-i)P’), 

[A>»-, + oC, n, (2.y-^i)Pj. 

On voit, paries théorèmes XXXIV, XXXV et XXX\ III, que les po- 
lyèdres à axe principal d'ordre impair 11e peuvent avoir que les sept modes 
de symétrie indiqués dans le tableau qui termine ce Mémoire. 

On peut, dans ce tableau, donner à q toutes les valeurs Imaginables, depuis 
17 = 1 inclusivement jusqu’à r/ =x. 


§ IV. — Polyèdres symétriques sphéroédriques. 

Théorème XXXIX. — Tout polyèdre sphéroédrique possède au moins 
deux axes I/, L*', dont les numéros d'ordre sont supérieurs à 2. 

Un polyèdre sphéroédri<|ue {définition IX) ne peut posséder uu seul axe 
de symétrie; car alors, afin d’éviter la reproduction de cet axe par les plans 
de symétrie du polyèdre (théorème Vill, corollaire), il faudrait que ces 
plans continssent l’axe unique de symétrie ou coïncidassent avec son plan 
normal : cet axe unique pourrait donc toujours être considéré comme étant 
un axe principal, et le polyèdre ne serait pas sphéroédriqiie. 

Il existe donc deux ou plusieurs axes <le symétrie dans les polyèdres sphé- 
roédriques. Soient uloi-s I/, L’' deux axes dont les numéros d’ordre q, q' 
ne soient pas inférieurs à ceux des autres axes : je dis que l’on aura r/ > a, 
q’> 2. 

Supposons d’abord que l’on ait ^ = 2, q' = ti. La normale au plan des 
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axes I.’, L'* sera aussi un axe de symétrie L*" (théorème XI), et puisqu'on 
ne peut avoir q" > q, q" > r/', on aura q" =■ 2. D’ailleui-s L'* et L'* sont 
rectangulaires; sans cela il y aurait un troisième axe binaire sur le plan des 
axes L’, L'*, et q” serait plus grand que 2 (théorème XllI), ce qui ne peut 
être. On a donc alors trois axes binaires rectangulaires I,*, I/’, I/’, et je 
dis (jue l’un au moins de ces axes peut être considéré comme étant un axe 
principal. 

’ En efiet, il ne peut alors y avoir dans le polyèdre aucun autre axe binaire 
que les trois axes L’, L'“, I/’; car tout axe oblique à L", étant combiné 
avec L’. ferait naître d’autres axes binaires dans leur plan commun (théo- 
rème X, corollaire), et un axe de symétrie d’ordre supérieur à 2 (théo- 
rème XIII). 

De même, tout plan de symétrie doit {>asser par l'un des trois axes, tel 
que L’ ; sans cela, il se produirait trois autres axes binaires homologues par 
rapjjort à ce plan, et le nombre total des axes binaires serait six, ce que nous 
venons «le prouver ne pas être possible. Soit donc P un |>lan de symétrie 
passant par L’. S’il existe un seconri plan de symétrie P', il doit être per- 
pendiculaire à P; sans cela, leur intci section serait un axe d’ordre supérieur 
à 2 (théorème XI). V'oyons donc si la disposition de ces plans peut être telle, 
que le polyèdre n’ait pas d’axe principal. 

Si le plan P ne passe ni par I/*, ni par I/’, P' devra passer par I.“ ; sans 
cela son intersection avec P formerait un ((iiatrièmc axe binaire, ce (|ui est 
impossible; et il en serait de même de tous les autres plans P*, P"’’ qui tous 
passeraient nécessairement par L’. Ainsi, dans ce cas. Taxe I>’ satisferait 
aux conditions exigées pour les axes principaux, et le polyèdre ne .serait 
pas sphéroedrique. 

Si, au contraire, le plan P contient non-scnlement L’, mais encore l’uii 
des deux axes binaires I/% I/’; si, par exemple, il contient l’axe I/’, le 
plan P', qui doit toujours passer par la normale au j)lan P, c’est-à-dire par 
I/’, devra, pour que son intersection avec P ne forme |>as un quatrième axe 
binaire, contenir l’axe L’ ou Taxe I/’, par exemple l’axe L’. S’il existe 
alors un troisième plan P’, il devra être perpendiculnire à la lois à P et à P' 
(■vorcs ci-<lessus) ; il passera donc [lar I/’ et I/% et il ne pourra exister 
d’autre plan de syméti-ie. Dans ce cas, l’un quelconque des axes I,*, L", L"’’ 

y- 
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peut être considéré comme étant un axe principal, et le polyèdre n’est pas 
sphéroédrique. 

Donc on ne peut avoir y = a, a. 

Supposons maintenant que l’on ait <7 > a, (j'= a. F-es deux axes L*, L'* 
seront rectangulaires entre eux; sans cela, l’axe I/’ forcerait l’axe L' à se 
reproduire, au moins une fois, et le nombre (j' sei’ait inférieur au numéro 
d'ordre de deux des axes du polyèdre, ce qui n’est pas possible, d’après les 
hypothèses précédemment faites. Par la meme raison, il ne pourra existèr 
aucun axe en dehoi-s du plan normal à L’. Ainsi, la première condition 
pour que I.’ soit un axe jirincipal est satisfaite. 

De iiicine, les plans de symétrie du jwlyèdre, étant assujettis à ne pouvoir 
reproduire l’axe li’, devront nécessairement contenir I.’ ou lui être |>er- 
pendiculaires; doue I.’ sera un axe principal, et le |>olyèdre ne sera point 
sphéroédrique. 

Donc on ne peut avoir 

y>a, q'=%. 

Donc enfin on auia 

Ÿ>2» ?'>a. 

Théorème Xf.. — Lorsqu'il existe dans un polyèdre deux axes d'ordre 
su/iérieur au deuxième, le polyèdre est nécessairement sphéroédrùjue. 

Car si le polyèdre possédait on axe principal, les autres axes seraient 
nécessairement lunaires (théorème XV), ce qui est contraire à l'énoncé. 
Donc le polyèdi-e sera sphéroédrique. 

Définition X. — Les théorèmes XXXIX et XL nous indiquent que l’on 
jieut donner une définition des polyèdres sphéroédriques différente de celle 
de la page xxvi, et dire que ces polyèdres sont des n polyèdres symétriques 
» à plusieurs axes, dont deux au moins ont une symétrie d’un ordre supé- 
» rieur au deuxième. » I.es polyèdres à axe principal peuvent alors se 
définir comme étant « des polyèdres pourvus d’un ou plusieurs axes de 
» symétrie, dont un an plus est d’un ordre supérieur au deuxième. » 

I'héorème XLI. — Dans tout polyèdre sphéroédrùjue, possédant un 
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axe de symétrie L’ d'ordre supérieur au deuxième, le nombre total Q des 
axes d'ordre q appartenant à ce polyèdre est nécessairement égal à la moitié 
de l'une des valeurs que peut avoir le nombre des sommets d’im polyèdre 
régulier auxiliaire satiifaisant aux deux conditions suivantes : i® que son 
centre de figure soit aussi un centre de sa symétrie; a® que chacun de ses 
angles solides soit formé de q angles plans. 


L’axeL* est nécessairement associé à un axel/', q’ étant plus grand que a 
(théorème XXXIX) ; or, en faisant tourner L'' autour de L’' d’un angle égal 

à J on obtiendra le lieu d'un deuxième axe d'ordre q, distinct de l’axe 


primitif L* (théorème X, corollaire). 

Soient donc OA, OB, fig. i o, ces deux axes d’ordre q se coupant en O, 
qui est le centre de figure du polyèdre. De O comme centre, décrivons la 
sphère de rayon i, coupant les deux axes OA, OB en A et B, et menons 
l’arc de grand cercle AB. On pourra toujours supposer 


arcAB<go® ou =90®: 


dans le cas contraire, on considérerait le supplément de l'angle AOB. De 
même, on peut toujours supposer que OA et OB sont choisis de manière 
que leur inclinaison soit la plus petite parmi toutes celles que les axes 


d’ordre q ont entre eux. Ceci posé, faisons tourner le polyèdre de 


36o“ 


autour de l’axe OB d’ordre q. I-e point A viendra en C : joignons BC par 
un arc de grand cercle; on aura 


ABC = 


3(k»° 

<7 


et la droite OC sera aussi un axe d’ordre q (théorème X, corollaire). Tra- 
çons de même l’arc de grand cercle CD, tel que l’on ait 


CD = CB = AB, BCD == 


la droite OD sera encore un axe d’ordre q. 


36o° 

~ 


36o» 


Si l’on fait tourner le polyèdre une deuxième fois de autour de l’axe 
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OC et de B vers D, refTet de cette seconde rotation #em d’aineiier le point B 
en D, le point A restant en C. I.es deux rotations équivalent à une rota- 
tion unique autour du point M, |>ôle du j>etit cercle circonscrit aux points 
A, B, C, D (*J. IjR double rotation autour de OB et de ÜC ne troublant 
pas les lieux apparents des sommets du polyèdre, la rotation unique autour 
de M, qui la remplace, ne troublera pas non plus ces lieux apparents; donc 
la droite OM sera un axe de symétrie du polyèdre, et l’on voit que si l'on 
fait tourner le j>olyèdre autour de O.M d’un angle égal à l'angle dièdre AMC, 
le lieu des sommets n’en sera pas ti'oublé. Donc cet angle est coinmensurable 
avec la circonférence (théorème II). Donc le nombre des sommets B, C, 
D, etc., situés sur la circonférence du petit cercle ABCD, est limité : donc 
ces sommets forment un polygone régulier inscrit dont le nombre de côtés 
pourra être désigné par r. Il sera toujours permis de supposer que A et B 
sont deux somaiets voisins; on pourra donc écrire 

amb = — , 

r 

formule dans laquelle le nombre r sera nécessairement plus grand que a. 

Puisque .\MB et AlKii sont des sous-multiples de 36o degrés, le polygone ré- 
gulier sphérique ABCDK. .., se répétant enCBC'D"..., en A'AB('/D'..., etc., 
finira par recouvrir la totalité de la surface de la sphère. I. 'ensemble des 
points ainsi obtenus y figurera les sommets «l’un polyèdre régulier inscrit, 
et ce polyèdre régulier sera nécessairement l'un de ceux dans lesquels les 
angles plans s'assemblent en un nombre égal à y, |>our former cbacuii de ses 
angles solides. 

Les cinq polyèdres réguliers de la Géométrie ont tous, excepté le tétraèdre 
régulier, un centre de symétrie en leur centre de ligure; mais, dans le 
tétraèdre inscrit à la s|>hère, la distance angulaire .’\B tie deux sommets 
surpasse 90 degrés. Ce cas ne pourra donc pas se présenter, puisqu'il est 
contraire à notre mode de construction. 


[*1 P"*® M est à la rencontre des arcs île ;;ranil cercle BM, CM qui divisent en deiim parties 

égales les angles sphériques AfiC. BCD* 
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Le polyèdre inscrit résultant de la constniction précédente sera donc ; 
ou le cube correspondant au cas 9 = 3 , r = 4î on a alors | * J 

AB = 70'32', AM = 54-44' ; 

ou l’octaèdre l'égulier correspondant an ras 9 = 4i r = 3; on a alors 
AB = go", AM = S4“44' > 

ou le dodécaèdre régulier correspondant au cas 9 = 3, r := 5; alors 
AB = 4i”4g', AM = 37 ” 23'; 

ou l'icosaèdre régulier correspondant au cas 9 = 5, /• = 3 ; alors 
AB = 63“ 26 ', AM = 37 " 23'. 

Soit maintenant M le nombre des sommets du [>olyèdre régulier ainsi 
obtenu ; chaque sommet ayant son homologue, qui lui est diamétralement 
opposé, on voit que le nombre total Q des axes d’ordre 9 sera au moins 

égal à 4 M. Je dis, de plus, qu’on ne peut avoii' Q > 4 M. Car, si l’on avait 

Q > 4 M, l'un des «xes d’ordre 9 viendrait percer la sphère en un point X 

situe à l’intérieur de l’un des polygones sphériques ABCDE; l’une des dis- 
tances angulaires de X aux sommets A, B, C, D serait nécessairement infé- 
rieure à AM, e; h fortiori à AB (d’après le tableau synoptique des valeurs 
corrélatives de AB et AM), ce qui est contraire à l’hypothèse d’inclinaison 
minimum des deux axes OA, OB. Donc on ne peut avoir 

donc on aura 



Les arcs AB, AM sont donnt’s |tar les formules connues, 


rr>s- AB cnscc- cos— ■» rosAM = (xji-cot-* 

a q r Ÿ ^ 


Digitized by Google 


I. 


MEMOIRE 


Théorème XLII. — Un polyèdre splUroédrique ne peut avoir que des 
oses ternaires, quaternaires ou quinaires , les axes binaires non compris. 

Cela résulte tle l’énoiicé du théorème [irécédcnt; L’étant l’un des axes 
du polyèdre, le nombre q ne peut être que le nombre d'angles plans sus- 
ceptibles de s’associer pour former l’angle solide d’un polyèdre régulier : 
donc on doit avoir 

q = ’i, ou 4) ou 5. 

Théorème XLllI. — Il existe deux groupes distincts de polyèdres splié- 
roédriques, ceux qui possèdent quatre ares ternaires et ceux qui possèdent 
dix axes ternaires. 

Kxaminons successivement les quatre cas auxquels conduit la répétition 
des Q axes L’ les uns par les autres, et soit toujours M le nombre des sommets 
du polyèdre régulier inscrit auquel conduit ce mode de répétition. 

Üa ns le cas du cube, on a (théorème Xld), 

y = 3, M = 8, Q = lM = 4. 

Dans le cas de l'octaèdre, on a 

9 = 4> ‘M = b, g = i M = 3. 

Les trois axes quaternaires ainsi obtenus sont rectangulaires ; donc il existe 
alois quatre axes tcinaires (théorème XIV), et il ne peut en exister un 
plus grand nombre; car les nouveaux axes ternaires forceraient les axes 
(juaternaires à se répéter, de sorte que l’on aurait Q > 3, ce qui est impos- 
sible. 

Dans le cas du dodécaèdre, on a 

r/ = 3, M = 20 , Q=iiM = io. 

Dans le cas de l’icosaèdre, on a 

7 = 5 , .M = 1 2, Q = " = b. 
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Soient alors M, M,, M,, Jig. la, troLs sommets voisins d'un icosaèdre 
inscrit : la normale abaissée du centre de la sphère sur la Ëice MM,M, sera 
évidemment un axe ternaire, et comme l’icosaèdre a vingt faces (>arallèles 
deux à deux, il y aura dix axes ternaires ; mais il ne peut y en avoir un plus 
grand nombre; car, pour ^ = 3 , on ne trouve que les deux valeurs Q= 4, 
Q= lo (théorème XLl). Donc, etc. 

Corollaire. — Nous pouvons donc diviser les polyètires spheroédriques en 
deux groupes : les rjuaterternaires qui ont quatre axes ternaires assemblés 
comme le sont les quatre grandes diagonales d’un cube, et les décemter- 
naires qui possèdent dix axes ternaires assemblés comme le sont les dix 
grandes diagonales d'un dodécaèdre régulier. 

Cas des potredres fjuaterlernaû-es . 

Théorème XLIV. — Si l'on construit un cube ayant pour diagonales les 
(juatre axes ternaires d’un polyèdre quaterternaire donné, les trois nor- 
males abaissées du centre de figure sur les faces de ce cube sont trois axes 
de meme espèce pour le pidyèdre, et de symétrie bi/uiire ou quaternaire 

En prenant pour centre le centre de figure du polyèdre, |)oint de ren- 
contre de ses quatre axes ternaires, et en prenant pour rayon l’unité, décri- 
vons une sphère qui coupera les extrémités supérieures de nos quatre axes 
ternaires en A, A,, A,, Jig. ii. (J'ai projeté stéréograpliiquement 
la surface de cette sphère sur le plan du grand cercle dont A est le pôle; 
mais le lecteur est prié de suivre la démonstration comme si elle était faite 
sur la sphère : le centre O de celle-ci n’a point été marqué sur la ligure.) 
r.c cube inscrit dont A, .A,, A, sont les quatre sommets supérieurs, 
aura en B,, B,, B, les sommets diamétralement opposés à A,, A,, A,; 
AA, B, B,, AA, B, A,, .A.\,B,A, sont trois polygones sphérkptes carrés dont 
les centres M,, iM,, M, sont les extrémités des trois normales abaissées du 
centre sur les faces du cube inscrit. 

Une double rotation de I 30 degrés, savoir : premièrement autour de A, 
comme [)ôle, <le A vers B,, et secondement autour de B, comme pôle, de A, 

h 
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vers A,, amène A en B, et A, en A,, sans troubler le lieu des sommets : 
cette double rotation équivaut à une rotation de i8o degrés autour du 
pôle M,. Donc OM, est un axe dont la symétrie est a ou un multiple de a. 
D'ailleurs, la symétrie de OM, ne peut être d'ordre supérieur à 4 ; sans cela, 
le nombre des axes ternaires situés autour du pôle M, surpasserait ce qui 
est contraire aux conditions initiales: donc les trois axes rectangulaires OM,, 
OM,, OM, sont binaires ou quaternaires. . 

Th ÉORÈME XLV. — Les polyèdres ijuaterternaires à a,ves binaires rectan- 
gulaires ne peuvent posséder aucun antre axe binaire. 

S'il existait un autre axe binaire, il ne pourrait percer la partie supérieure de 
la surface de La sphère, Jig. 1 1 , qu'en un des trois points qui sont les milieux 
soit des arcs AA,, AA,, AA,, soit des arcs homologues A, B,, A,B,, A, B,, 
A,B„ A,B„ A,B, ; car, pour toute autre position, cet axe forcerait les axes 
ternaires à se répéter, ce qui en doublerait le nombre. Supposons que G,, 
milieu de AA,, soit l'extrémité du nouvel axe binaire; alors une double 
rotation du polyèdre, premièrement de i8o degrés autour du pôle (»,, 
«leuxièmement de lao degrés autour du jtôle A,, dans le sens A vers B,, 
amènera 

A en A,, puis en A,. 

A, eu .A, puis en B,, 

B, en A,, puis en A,, 

A, en B,, puis en A. 

Ce double mouvement, qui ne trouble pas les lieux des sommets du polyèdre, 
équivaut à une rotation simple de 90 degrés autour de M, dans le sens A 
vers A, ; donc alors le pôle M, seiait l'extrémité d'un axe quaternaire, ce qui 
est contraire aux conditions initiales. Donc il ne peut alois exister aucun 
autre axe binaire. 

Scolie. — Soit S,Jig. 1 i , un sommet du polyèdre donné ; il est pennis de 
supposer que ce sommet est sur la surface de la sphère, en prenant pour 
unité sa distance OS au centre de figure du polyèdre; ses deux homologues 
par rajiport au pôle ternaire A sont S' et f,e système SS'S’ se repro- 
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doit en S,S„S’„, S,S',S' , S,S'jS' , en vertu de la binarité des pôles M„, M,, 
M,. Le système complet des homologues d’un même sommet sera donc, 
dans le cas actuel, un polyèdre inseriptible à la sphère. 

Cette propriété, qui se reproduit dans tous les polyèdres sphéroédriques, 
sert de justification au nom que nous leur avons donné ; nom qui figure 
d’ailleni-s, avec un sens analogue, dans la terminologie cristallograpliique 
du célèbre professeur Weiss. 

Corollaire. — D’après la disposition des douze sommets de ce polyèdre, 
il est facile de voir qu’il ne possède point de plans ni de centre de symétrie, 
du moins dans le cas général où le sommet S ii'ofire aucune particularité de 
position dans l'intérieur du triangle sphérique A, A, A { voyez la démonstra- 
tion des deux théorèmes suivants). 

Théobème XL VI. — Les polyèdres (pialerternaires à axes binaires rec- 
tangulaires peuvent posséder, soit sût pla/is de symétrie coïncidant avec les 
six plans qui joignent deux à deux les axes tenuùres, soit trois plans de 
symétrie coïncidant avec les trois plans qui joignent deu,v à deux les axes 
binaires; tout autre plan de symétrie ne saurait leur appartenir. 

Toute disposition d'un plan de symétrie autre que celles indiquées dans 
l’énoncé, obligerait les quati'c axes ternaires à se répéter, et doit, par consé- 
quent, être rejetée. 

Si A, A.M,, Jig. 1 1 , représente un des plans de symétrie, la ternarité du 
pôle A exige qu’il en soit de même de A^AM,, A, AM,; la ternarité du 
pôle A, foive d’étendre cette conclusion aux plans B, A,M,, B,A,M,; il 
en sera de même de A,M, A,, en vertu de la binarité de l’axe O.M, (théo- 
rème XXIII). 

Dans ce cas, chacun des triangles SS'S*, S,S',S',, S,S', S', , S,S',S",, est 
remplacé par un hexagone; on s’est borné à figurer celui qui entoure le 
sommet B,. Les vingt-quatre sommets du polyèdre peuvent se réduire à 
douze, si le sommet S, qui est censé le régulateur des positions de tons les 
autres, tombe sur l'un des trois arcs de grand cerele .^„AM,, A, AM,, 
.A, AM, ; ces sommets peuvent se réduire à quatre, si S coïncide avec A, etc. 

Supposons maintenant que M,G,M, représente un plan de symétrie; 

h. 
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alors M,G,M,, M,G,M, seront aussi des plans de symétrie, en vertu de la 
ternarité du pôle Â. Dans ce cas, le triangle SS'S^se répète autour des pôles 
A,, A,, A, : 011 s'est borné à 6gurcr ce mode de répétition autour du som- 
met A, ; le triangle atr'a" est alors l’homologue du triangle SS'S" jjar rap- 
port au plan de symétrie M,G,M,. 

D'ailleurs ces deux systèmes de plans de symétrie ne peuvent exister 
simultanément; car il y aurait alors quatre plans de symétrie sc coupant au 
pôle M,, et l'axe OM, serait au moins quaternaire (théorème XI), ce qui est 
contraire aux conditions de l’énoncé. 

Théorème XLVIl. — Les />olyèdres (juaterternaires à axes binaires 
rectangulaires ne peuvent avoir un centre de symétrie qu'à la condition de 
posséder trois plans de symétrie joignant deux à deux les axes binaires, 
et réciproquement la présence de ces plans entraîne celle du centre de 
symétrie. 

C’est une conséquence des théorèmes XXI et XXII. 

Théorème XL VIII. — Les polyèdres quaterternaires à axes binaires 
rectangulaires ne peuvent avoir que trois modes' distincts de symétrie, selon 
qu'ils sont dépourvus de plans de symétrie, ou qu'ils possèdent soit sic plans 
de symétrie passant par les axes ternaires, soit trois plans de symétrie pas- 
sant par les axes binaires. 

C’est une conséquence du corollaire du théorème XLV, ainsi que du 
théorème XLVI. Si l’on tient compte en outre du théorème XLVIl et des 
conventions faites à la page xxv, on aura les trois symboles 

(4L>, 3L>, oC, oPJ, 

|4D*. 3L% C, 3P‘], 
f/jL*, 3L’, oG, 6 P]. 

Théorème XLIX. — Tout polyèdre quaierterna'we à axes quaterruures 
possède six axes binaires joignant deux à deux les côtés opposés d'un cube 
qui aurait les quatre axes ternaires du polyèdre pour diagonales. 
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Je dis que, si l’on joint le centre 0 de la sphère de la fig. 1 1 avec le 
point G, milieu de AA„ cette droite sera un axe binaire du polyèdre. 

Donnons au polyèdre une rotation de 90 degrés autour de O.M,, de A 
vers A et une seconde rotation de lao degrés autour de OA,, de B, vers A; 
ce double mouvement, qui ne troublera pas les lieux apparents des sommets, 
amènera 

A en A,, puis en A,, 

A, en B, , puis en A, 

B, en A,, puis en A,, 

A, en A, puis en B,. 

Le résultat de ces deux rotations est le même que si l’on avait fait tourner 
le polyèdre de 180 degrés autour de G,; donc OG, est un axe d’ordre pair, 
qui évidemment ne peut être que binaire, et il en serait de même pour les 
cinq autres droites homologues de OG,. Trois des six axes binaires sont 
situés dans le plan du grand cercle de projection de la sphère. 

On prouverait, de meme que cela a été déjii fait dans la démonstration du 
théorème XLV, que toute autre droite serait impropre à être un axe binaire 
du système. 

'rHÉOHÈME L. — Ixs polyèdres quaterternaires à axes quaternaires, s'ils 
possèdent des plans de symétrie, en ont nécessairement sic passant par les 
axes ternaires, et trois passant par les axes quaternaires ; ils ont en meme 
temps un centre de symétrie. 

Je désignerai par P* les plans passant par les axes quaternaires, par P’ 
ceux qui passent par les axes ternaires. On a déjà vu (démonstration du 
théorème XLVl) que ce sont les seuls plans de symétrie possibles. 

Admettons l'existence des plans P‘; M,G,M, et M, G, M,, /tg'. 1 1 , seront 
deux plans de symétrie se coupant suivant un axe quaternaire; donc AM, B,, 
A,M,A, seront aussi des plans de symétrie (théorème XXV) : le système P’ 
s'associe donc au système P*. On démontrerait de même que le système des 
plans P* s'associe toujours au système des plans P°. 

Les trois plans du système P* sont normaux chacun à l'un des trois axes 
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qu&ternaifes. six plans du système P’ sont normaux chacun à l’un des 
six axes binaires; car, si dans un cube à quatre arêtes verticales on joint 
deux à deux les milieux de deux de ces quatre arêtes opposées entre elles, 
chacune de ces droites sera normale au plan qui passe par les deux autres 
arêtes. L’existence des pians de symétrie entraînera d'ailleurs celle du centre 
de symétrie (théorème X\1I). 

THÉoatME Ll. — Lf s polyèdres qualerternavres à axes quaternaires ne 
sont susceptibles que de deux modes de symétrie, selon qu'ils possèdent ou 
ne possèdent pas de plans de s^-mélric. 

Cela résulte du théorème précédent. 

Dans le cas où le polyèdre ne possède aucun plan de symétrie, il ne peut 
avoir de centre de symétrie, par suite du théorème XXI. sy.stème com- 
plet des homologues du sommet S, Jig. 1 1 , forme alors un polyèdre inscrit, 
à vingt-quatre sommets se groupant trois j>ar trois autour de chacun des 
huit pôles A, A,, A,, A,, B,, etc. On s’est borné, dans la figure, à repré- 
senter le triangle qui enveloppe, dans ce cas, le pôle A,. 

liorsque le polyèdre a ses neuf plans de symétrie, les huit triangles SS'S", 
etc., sont remplacés par huit hexagones, et le système des hon>o- 
logues comprend quarante-huit sommets. 

Les syml)oles de ces deux modes de symétrie seront 

[3L‘, 41/, 61/, oC, oP], 

[31/, 4L*, 61/, C, 3P', 6P’|. 

Cas des polyèdres décettUernaires . 

THéoHÉME LU. — Si l’on construit un dodécaèdre régulier ayant pour 
diagonales les dix axes ternaires d'un polyèdre décemternaire donné, les six 
normales abaissées du centre de figure sur les faces de ce dodécaèdre sont 
des axes de symétrie quinaire pour le polyèdre. 

En prenant l’unité pour rayon, et pour centre le point de mutuelle ren- 
contre des dix axes ternaires, décrive/, une sphère qui coupera en A„, A,, 
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A,, A,, A,, B,, B,, B,, B,, la, les moitiés supérieures des dix axes 

ternaires. (J’ai projeté stéréographiqiiemeot la surface de oette sphère sur 
le plan du grand cercle parallèle à lu face A, A, A, A, A, du dodécaèdre 
régulier inscrit dont ces extrémités A,, A,,..., B,, B,, eto., sont les som- 
mets; le lecteur est prié de se représenter les points et lignes de la ligure 
sur la surface même de la sphère ; le centre () de la sphère n'est |>as marqué 
sur le dessin.) En joignant deux à deux les intersections, il en résulte des 
pentagones réguliei's sphériques dont les douze centres M, M,, M,,... N„, 
N,, etc., sont les extrémités de rayons menés du centre de la sphère nor- 
malement aux douze faces du dodécaèdre. 

Deux rotations de tao degrés, l'une autour de OA,, de A, vers B,, et 
l’autre autour de OB„, de A, vers G,, amèneront A, en B, et A, en C,. Ces 
deux rotations, qui n’altèrent pas les lieux des sommets du polyèdre, équi- 
valent à une rotation unique de i 44 degrés autour de OM,, de A, vers B„; 
celle-ci répétée trois fois équivaudra à une rotation de 7a degrés; donc l’axe 
OM, est un axe quinaire, et il en serait de même pour OM, OM,, OM,, etc. 
Les points M,, M, , etc. , sont les sommets d’un icosaèdre régulier inscrit à la 
sphère. 

Théorème LUI. — Les polyèdres dccemternaires [wssèdent toujours 
quinze axes binaires. 

Faites tourner le polyèdre donné de 72 degrw autour de OM, Jig. la, 
de A, vers A,, puis de lao degrés autour de OA,, de A, vers A,; par suite 
de ces deux mouvements, le |)ôle A, vient eu A,, et vient en A, ; le résultat 
final est le meme que si le polyèdre avait tourné de 1 80 degrés autour du rayon 
(X>, aboutissant au milieu de l’arc A, A , . Or, les lieux apparents des sommets 
n'ont pas été altérés; donc G est l’extrémité d’un axe d'ordre pair, qui est 
évidemment un axe binaire. I .e dodécaèdre régulier ayant trente côtés opposés 
deux à deux, le nombre total des axes binaires sera égal .à quinze. 

Aucun autre diamètre de la sphère ne saurait être un axe binaire; car, 
quelle que fût sa position, il forcerait les axes ternaires à sc répéter, et l’on 
aurait plus de dix axes ternaires, ce que nous savons être impossible (théo- 
rème XLIII). 


Digitized by Google 


LVIII 


MÉMOIRE 


On pourrait aussi obtenir les quinze axes binaires, en joignant deux à 
deux les milieux des arêtes opposées de l’icosaèdre inscrit MM,M 

Théorème LIV. — Les polyèdres décemternaires peuvent avoti- pour 
plans de symétrie les quinze plans passant par les six axes quinaires com- 
binés deux à deux; dans le cas contraire, ces polyèdres n'ont aucun plan 
de symétrie. 


Considérons en particulier un plan passant par le centre de la sphère et 
par les sommets M et \I,, fig. i 2; ce plan sera un jilan de sjiiiétrie jxnir le 
système des points (A,, A,), (A,, A,),..., (M,, M,), (M,, MJ, etc. : il 
n’entraîne donc pas la duplication du nombre des axes; ainsi rien ne s’oppose 
à l’existence d’un tel plan de symétrie. 

D’ailleurs le plan MM, est pcr|>endiculaire à la droite KK.', qui est un axe 
binaire du système. I.es homologues île ce plan sont, en tout, an nombre de 
quinze, savoir: MM,, MM,, .M.M,, MM,, M.M,; M„M,, .M,M,, M,M,, M,M,, 
M,M,; M,.M|, M,Mj, M,M,, M,M„ M,M,. Ce sont évidemment les seuls 
plans de symétrie que puisse posséder le polyèdre ; pour toute autre posi- 
tion, le nombre des axes ternaires deviendrait supérieur à 1 o, ce qui ne peut 
être (théorème XLlll). 

\a fig. 12 oUre la disposition des soixante sommets homologues de S 
autour des pôles A,, A,, etc., dans le cas où le polyèdre ne possède aucun 
plan de symétrie. 

Mais lorsque les quinze plans de symétrie ci-dessus indiqués existent dans 
le polyèdre, le triangle SS'S" est remplacé par un hexagone; pour iie p.as 
surchar"er la figure, on s’ est borné à représenter l’un de ces hexagones, celui 
qui environnerait le pôle B,. F,e système des homologues de S comprend 
alors cent vingt sommets; pour certaines positions particulières de S, ce 
nombre peut se réduire à soixante, à vingt, et même à douze sommets. O 
dernier cas se réalise, si le sommet S est situé à l’extrémité de l’un des axes 
quinaires du système. 


Théorème CV. — lAirsqu'un polyèdre décemteruaire possède les quinze 
plans de symétrie indiqués dans l'énoncé du théorème précédent, ces plans 
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sont norrnau.r aux (juinze axes binaires, et le polyèdre possède un centre de 
symétrie; il en est dépourvu dans le cas contraire. 

II rwiilte (le la démonstration du théorème précédent (jue l’axe binaire 
KOK', //g’. la, est normal an plan M,GMA,. Or ce plan est l’un des quinze 
plans de symétrie du jxilyèdre; donc chacun de ces plans est normal à l’un 
des (jiiinze axes binaires : donc le polyèdre possède alors un centre de symétrie 
(théorème WIl). Mais si le polyi’dre était déiiourvu de plans de sym('trie, 
il ne pourrait avoir de centre de symétrie, à cause de ses axes binaires (théo- 
rème XXI). 

Théorème I .VI . — Les polyèdres décemternaires ont deux modes distincts 
de symétrie, selon fjuüs ont ou non un centre de symétrie. 

C’est une conséquence des théorèmes LIV et LN', 

l-es symboles de ces deux modes seront 

[GI,S loL', i5l,’, oC, oPJ, 

[61, S loI.S G, i5p>]. 

Théorème I,VII. — Les axes ipti caractérisent la symétrie des polyèdres 
f/uaterter/utires à axes binaires rectangulaires entrent aussi dans la symétrie 
des polyèdres décemternaires. 

Choisissons arbitrairement un sommet d’axe ternaire tel que \^,Jig. ta; 
le milieu G de l’un des deux cotés .•V, A,, A, A, adjacents au côté A, A,, qui 
est l’opposé du sommet Aj dans le pentagone A,A,A,A,A,, sera l’extré- 
mité d’un axcliinaire (théorème 1,111) : il en sera de même des points H, k. 
qui sont les homologues de G par rapport à l’axe ternaire OA,. Dans le triangle 
sphérique HGR, les trois angles H, G, K sont droits; donc les trois côtés HG, 
KG, HK sont égaux à <jo degrés. 

I,es trois axes OG, ÜH, OK sont donc trois ax(?s binaires rectangulaires, 
et le trihngle sphérique GHK est trirectangle. l,e sommet .A, est le centre de 
ce triangle. De même A, sera le centre du triangle trirectangle GHK', B, edui 
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l.x 

(lii triangle trirectaiigle GK'H', H' étant l’extrémité iiiférieine de l’axe OII, 
et R, celui du triangle trirectangle KGII'. 

Les fjuatre axes ternaires OA,, OA,, OR,, OR, se eonihinent donc avec 
trois axes binaires rectangulaires, dans les conditions de situation relative 
(lui raraetérisent les polyèdres f|naterternaires à axes binaires rectangulaires. 

Scolie. — A la conihinaison OA„ OA,, OR^, OR, on pourrait substituer 
l'une «juelconque des quatre combinaisons suivantes 

(OA., OA„ OR,, OR,|, (OA., OA„ OR„ OR.J, 

(OA,, OA„ OR., OR.], fOA„ OA„ OR„ OR,|. 

Théorème I.VIH, — /.es /tolyèffrcs toi/, l 'il.’, oG, ol’| /rnsfè- 

ficnt tous les éléments de la symétrie des polyèdres [41.’. ^H.’, oC, oP]; 
les polyèdres , lol.’, i5I.’,G, possèdent tous les éléments de la 
symétrie des polyèdres , 31.’, G, 3p’ (. 

f.a partie de cet énoncé, relative aux axes de symétrie, a déjà étédémontrée 
dans le tliéorènie précédent; on en conclut facilement que les polyèdres 
[61. ’, lol.’, i5L’, oG, oP] possèdent tous les éléments de la symétrie des 
polyèdres ( 41'% 31.’, oG, oPj. 

Si, de plus, le polyèdre déeeniternairc contient tpiinze plans de symétrie, 
les plans KG, GH, HK de Jig- la en feront partie, et représenteront les 
plans 3p’ des polyèdres (4 f.’, 3 F.’, G, 3p’ |. l.e centre de symétrie G existant 
de ]>arlct d'autre, on voit <pie la symétrie caractérisée par ( 4 1.’, 3I.’,G, 3p’ ( 
sera coiiqmise dans celle plus conq)lèle des polyèdres (61.’, toi.’, i51.’, 
G, i5p’J. 

:\ota. — l.es théorèmes l.VlI et I.VIll n'intéressent ipie «l’une manière 
indirecte la théorie générale des polyèdres sytiiétriques. Ils figurent ici, en 
vue des applications que l’on peut en faire, dans lu cristallogra|)hie, à l’étmle 
des corps du Système cubicjue. 
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LXI 


Clauijiriilion îles polytihes d'après Ut natiirr de leur symétrie, avec iruUeation 
du nombre minimum de leurs sommets. 



Csf talilcaii olîir imu classilieation des polyèdres en vinj't-trois classes, 
d’ajirès les principes exposes dans ce Mémoire. Pour l*interprétatioii des 
symboles A, I., I/, C, 11, P, I*', on considtera la page xxv. 

On rcmanpjera (|ue les classes 'j“', 5”', jiistpi’à la ir>““ inclusivement, se 
subdivisent elles-mêmes en dilTérents ordres, rl'après le numéro d’ordre de la 
symétrie de l'axe principal. 


( 
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Veut-on, d'après ce tableau, connaître les éléments intégrants de la symétrie 
d’un polyèdre de la 7 ”" classe, 4°" ordre ? Son symbole sera 

|A‘, oh\ oC, 2P, aP'|; 

> 

d'où l'on voitijue ce polyèdre possède un axe quaternaire, quatre plans de 
symétrie passant par cet axe, et croisés à '(5 degrés, deux plans d’une pre- 
mière espèce rectangulaires entre eux, et deux autres pareillement reetangu- 
laires entre eux, mais d’une autre espèce que les pré-cédeuts, pas d'axe 
binaire, ni de centre de symétrie. 

FiCS quatre dernières colonnes font connaître le nombre minimum de som- 
mets de chaque polyèdre : tous les sommets de même espèce forment un 
système de sommets homologues, et il existe autant de tels systèmes d’homo- 
logues que d’espèces différentes de sommets, dans le polyèiire. 

Avec un peu de réflexion, on trouvera facilenumt la figure <jue doit avoir 
le polyèdre à nombre minimum de sommets. Ainsi le polyèdre le plus simple 
sera : 

Dans la i™ classe, le tétraèdre irrégulier; 

Dans la a""' classe, l’octaèdre irrégulier à bases parallélogrammiques; 

Dans la 3“*' classe, le triangle scalène; 

Dam la iq”" cla.sse, le tétraèdre régulier; 

Dans la at" classe, l’octaèdre régulier; 

Dans la a 3”' classe, l’icosaèdre régidier, etc. 
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LES SYSTÈMES FORMÉS PAR DES POINTS 

DISTRim É5 RÉ(U;l.ltRE5IENT SI R I M PIAN Ol! DANS L’ESPACE; 


Par M. a. bravais, 

LIECTENANT DE VAISDEAC, PDOrESSKIiD A 1,'icOLE POLET EC II N IQCE . 


( Pré,»eiiti' à rAraïU'miB dps Sritnres, lo ii décembre 1848.) 


I. — Définitions préuhinaires. 

Pour obtenir im système de points distribués régulièrement dans l’espace, 
prenons deux points arbitrairement, et joignons-les l'un à l’autre par une 
ligne élroite que nous prolongerons indéfiniment dans les deux sens. Char- 
geons cette droite d'une série illimitée d’autres points, tous équidistants 
entre eux, et sé|iarés par un intervalle constant, égal à la distance des 
deux points primordiaux. Le système rectiligne de ces points équidistants 
recevra, dans le cours de ce .Mémoire, le nom de liangée. L’intervalle 
fondamental ([ui stipare deux points voisins sera désigné sous le nom de 
paramètre de la Rangée. 

Prenons une deuxième Rangée de même paramètre; plaeons-la pai'allèle- 
ment à la précédente, dans une situation relative arbitrairement choisie, et 
joignons entre elles ces deux Rangées par un plan géométrique qui, de sa 


Digitized by Google 



a 


MEHOIRK 


nature, sera illimitc en tous sens. Chargeons ce plan d’une série de Rangées 
pareilles, parallèles et étpiidistantes entre elles; eniin, pour fixer la position 
de ces Rangées, faisons glisser chacune d'elles, tout d'une pièce et dans 
le sens de sa longueur, jusqu’à ce que les points qui, sur chaque Rangée, 
servent de départ à toute la série de ses points, soient situés sur une même 
droite, plus ou moins inclinée sur'la dire<-tion commune des Rangées. Nous 
désignerons sous le nom générique de licseau une telle réunion de jioints 
ainsi distribués sur le plan. 

Prenons un second Réseau de mêmes forme et grandeiu' que le précé- 
dent; placons-le sur un plan parallèle, sépai é du premier par un intervalle 
arbitraire, en ayant soin <|ue toutes les lignes homologues soient semblable- 
ment dirigées dans les deux Réseaux, ce qui peut se faire par le transport 
coniimin de toutes les parties du Réseau primitif, parallèlement à elles- 
iiièines. Disposons une infinité de Réseaux semblables et semblablement 
tournés, sur une infinité de plans parallèles aux deux premiers, tous équi- 
distants entre eux, et prenons le soin de faire glisser chaque Réseau dans 
son plan, juseju'à ce que tous les points qui servent de départ soient situés 
sur une même droite, nécessairement extérieure au plan du Réseau primitif. 
I,e système de points ainsi obtenu sera désigné sous le nom A' Assemblage 
dans le cours de ce Mémoire; il est illimité suivant ses trois dimensions. 

I offre le résultat des opérations que notis venons d’effectuer : 
()AA'.\*'...est la première Rangée; la série des ]K>ints A, A', A*',. ...doit, 
par la pensée, être supposée piiolongée à gauche de O; RPP'... foime la se- 
conde Rangée. Des points B', B",..., partent d'autres Rangées paicilles et |»a- 
rallèles; les têtes de Rangées O, B, B', R'',..., sont assujetties à être en ligne 
droite. Toutes ces Rangées étant éqokfisbintes, il est évident que l’on a 

OB = BB' = B'B"...; 

de sorte que OBB'B". ..est aussi une Rangée du systènse : mais elle dsBère 
de O^VjV'A*'. . . par sa direction, et aussi, dans le cas général, j>ar la gran- 
deur de son paramètre, qui est évidemment égal à OB, 

Un secoiul Réseau, pareil au Réseau OAA'A''...BI’P'...B'B"...,a son 
poiiU de dé[>art en D, et s’étend, à partir de D, dans un plan parallèle au plan 
O.AB; sa pi-cmière Rangée est Df^'Q",..; les autres |»artent de R, R', R’’, 
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Ces points sont, sur le nouveau plan, les lioniologues de lî, II', B",.... l^-s 

autres U»'*seaux du système partent des points D', D", Tous les points 

O, U, D', L)'',..., sont en ligne droite, et, par suite de l’équidistance des 
plans parallèles qui contiennent ehaeun des Réseaux, on a 

OU =1)1)' =U'U"...; 

de sorte que ODD'D"... est aussi une Rangée, mais qui difTi'rcra de 
O OBB'B"... {Mir la direction et par la grandeur de son paramètre. 

[/-Assemblage ainsi obtenu ofFre une distribution régulière caractérisée 
parles propriétés suivantes, assez évidentes pour n’exiger aucune démons- 
tration. 

.Aucun des points intégrants ne se distingue des antres par une particu- 
larité quelconque de position relative. 

I>a configuration formée par r.A.s.semblage, supposé illimité, autour d’un 
de ses points arbitrairement choisi , est la même , quel que soit le point 
adopté. Si , par exemple , ce point est pris pour origine de coordonnées 
ipielconques rectangulaires ou obliques , on retrouvera , autour de chaque 
point pris successivement pour origine, des points semblablement situés et 
de mêmes coonlonnées , [lourvu que, dans le changement d’origine, les 
nouveaux axes aient con.servé leur direction première. 

.Avant de passer outre, j’allècterai une désignation particulière aux points 
«pii composent un Reseau ou un .Assemblage. Il convient, en effet, de les 
distinguer d’avec les points purenicnt mathématiques qui existent en un lieu 
quelconque de l’espace. 

En conséquence, je les appellerai des Sommets. On peut, sans inconvé- 
nient et [)onr fixer les idées, attribuer à ces Sommets des dimensions très- 
petites, en faire de véritables molécules, et attacher spécialement le nom de 
Sommet aux centres de ligure de ces molécules dont la forme polyédrale 
restera d’ailleurs indéterminée. 

Je supposerai ces Sommets liés entre eux par des forces telles, que l’.As- 
semblage entier soit invariable de fonne, toutes les distances nuituelles res- 
tant les mêmes, mais soit cependant susceptible de se mouvoir dans l’espace 
comme un corps solide , soit parallèlement à lui-même , soit en tournant 
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iiiiloiir il’iin axe donné, toutes les fois qu'il sera nécessaire de lui imprimer 
de tels mouvements de translation ou de rotation. 

Si l’on transporte tout le système parallèlement à liii-mème, un Sommet 
lel rpie A (fig- i) venant occuper le lieu qu’occupait précédemment un 
autre Sommet tel rpie B, chacun des autres Sommets viendra pareillement 
occuper un lieu de l'espace, abandonné par l'un des Sommets du système 
à l’oriifine du mouvement. Je dis alors ipie le lieu des Sommets na pus 
été trouhlé par le mouvement général imprimé à l’Assemblage , ou plus 
simplement , tpi'il y a en restitution des lieux des Sommets. 

Tant que les droites BPP',... et les plans qui les unissent restent 

tracés dans l'espace, l’Assemblage de la Jig. i consr'rve l’empreinte des 
opérations qui ont servi ii le construire. Mais nous pouvons supprimer par la 
pensée toutes ces droites et tous ces [ilans , et chercher à résoudre un jiro- 
blème inverse de celui cpii vient de nous occuper , problème dont l'énoncé 
sera le suivant : 

Phobi.f.mf. 1. — Un Assemldage étant donné, retrouver les Rangées, 
plata et Réseaux qui peuvent le produire. 

Prenons au hasard deux points ou Sommets, tels que O et A {Jig. i), 
ap])artenant à l’Assemblage donné, et joignons-les par la droite OA; s’il 
existait sur la droite de jonction, entre ü et A, d’autres Sommets a, h,c,..., 
appartenant au système, nous considérerions spécialement le Sommet a le 
plus voisin de O, et 0« serait alors un sous-multiple exact de Oy\. Ainsi 
l’on peut toujours supposer qu’entre les Sommets choisis O et A, il n’existe 
aucun autre Sommet intennédiaire. 

IVolongeons 0,\ dans les deux sens , et prenons 

A.A'=OA, A'.\"=.AA',...; 

tous ces points .V, A". . . appartiendront à notre Assemblage en vertu de la loi 
générale qui caractérise la distribution régulière. Cette première opération 
détermine l’une des Rangées du système. 11 importe toutefois de remarquer 
(pie la Rangée ainsi retrouvée n’est pas nécessairement l’iinc de celles qui 
ont servi dans l’origine à construire l’As-semblage. 

F.n dehois de la Rangée O.W .K ” prenons au hasard un Sommet B et 
joignons OB : si d’autres Sommets existaient entre O et B, nous ne conser- 
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verrions que le plus voisin de O. Ainsi nous pouvons toujours supposer 
qu’entre O et B, il n'existe aucun autre point appiirtenant au système de 
r Assemblage. 

Cela posé, sur OB et OA construisons le parallélogramme OAPB; P ap- 
jwrtiendra au Réseau du plan OAB. Or, dans l’intérieur de ce parallélo- 
gramme, il pourra exister généralement un nombre Bni de Sommets, tels que 
m, appartenant au Réseau du plan. Dans ce cas, on devra rejeter le 

point B, et le remplacer par celui de ces Sommets dont la distance à 0.\ est 
un minimum. Appelons-le w/ ; menons de/// la droite //?///' parallèle et égale 
à 0.\, et achevons le |>aralléIogramme OA/n'///. Non-seulement /// appar- 
tiendra au Réseau, mais on pourra alVirmer que le parallélogramme ( )///'/// \ 
u’ofTre ni dans son intérieur, ni sur ses côtés, aucun point de l’Assemblage 
général, sauf les quatre Sommets O, A, m, m. 

Pour ne pas compli(juer inutilement la /ig. i , je reprends le parallé- 
logramme OAPB, et me borne à supposer que le point B a été choisi île 
manière à s/itislaire aux deux conditions suivantes : 

i“. Qu’entre O et B il n’existe aucun point de l’Assemblage ; 

•i". Qu’il n’en existe pas non plus dans l’intérieur du pandlélogramiue 
construit sur OA et OB. Nous venons de voir qu'il existe toujours au moins 
un Sommet satislaisant à ces conditions. 

Alors, connaissant les paramètres 0.\ et OB des deux Rangées, non-seu- 
lement nous pourrons trouver tous les Sommets appartenant à ces Rangées, 
mais, par les intersections de deux systèmes de parallèles menés par A, A', 
A*,..., et jKir B, B', B",..., nous pourrons reconstituer intégralement le 
Réseau du plan OAB. Remarquons que ce Réseau n’est pas nécessairement le 
meme que celui qui, dans l'origine, a servi à la construction de l’/Vssem- 
blage. 

.Après avoir successivement obtenu une Rangée, puis un Ré'seau, il ne 
nous sera pas plus dillicile de retrouver le système entier. 

Nous choisirons hors du plan O.AB un Sommet D, en l’assujettissant à la 
condition qu’il n’existe aucun Sommet intermédiaire, ni entre O et Ü sur 
la ligue de jonction, ni sur la surface du parallélogramme /\ODQ, ni sur 
celle du parallélogramme BODR, ni dans l’intérieur du parallélipipède 
OAPSQDRB, construit sur les paramètres 0.\, OB, 01) comme arêtes. Ou 
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s'assureiv'i, coiiime nous l'avons fait j)our le point B, dans le cas du plan, 
ipip ces conditions sont en effet réalisées. 

Il est nn moyen simple d’obtenir directement le point I) ; il consistes 
faire mouvoir un plan géométrique parallèlement à lui-incme, à partir 
il'iine position initiale dans laquelle il coïncidera avec le plan OAB. Dès 
que ce plan, ilans son mouvement de tran.sport, atteindra nn premier Som- 
met de rAssemblagc, on l’adoptera comme étant le point cherché, et l’on 
fera de la distance OD le paramètre de la troisième Rangc'c OÜD'D " 

I.a solution que nous venons de donner prouve que l’on peut résoudre 
le problème I d’un très-grand nombre de manières diirérentes, et meme il 
n’est pas diflicile de voir que le nombre de ces solutions est infini. Kn eflèt, 
le plan DQSIl jouit, dans le système de tous scs parallèles, de la propriété 
d’être aussi près (|iie possible du jilan OAB. Si nous considérons un Som- 
met quelconque, tel que S, appartenant au lléseau que supporte ce plan, il 
est évident que nous pouvons remplacer la Rangée OD par la nouvelle Ran- 
gée OS; nous obtiendrons alors tous les points de l'.Assemblagc donné, au 
nioven des intei'sections du systi'inc des plans parallèles à 0.\B, |)ar le sys- 
tème des droites meiii'cs de charpie point du Réseau ( >.A A'. . . BB'. . . parallèle- 
ment à ( >S. 

De nicnie, en prenant <JS et f)A, on OS et f)B pour Rangées primor- 
diales, on pourrait reconstruire r.\ssemblagc, en prenant pour intermédiaire 
le Réseau du plan OAS ou celui ilii plan (.)BS, ce qui nous tloimerail de 
nouvelles solutions ilii problème ; cl puisque le nombre de Sommets d’un 
Ré-scau est infini, le nombre rie ces soliitioiLs l'est également. 

I.orsque, dans un Ré'seau, tiens Rangées OA, OB seront telles, qu’au- 
cun Sommet ne tomije dans l’intérieur du parallélogramme construit sur les 
paramètres 0.\, OB de ces Rangées, je dirai rpie ces Rangt'cs sont conju- 
guées; et ilans le cas où elles seraient prises pour axes coordonnés, elles 
prendront le nom d'rt.i'CA' co/jugués. 

l,e système des Rangt-es parallèles à deux Rangées conjuguées O.AA', 
OBB',..., découpe le Btèseau en cast-s parallélogramniiques , toutes égales 
entre elles. J’ap[)ellerai ce parallélogramme (f)APB,y<g'. i),(OAwrB,//’". j), 
parallélogramme générateur ou maille parallélogrammique du Réseau. 

I /espace indéfini compris entre une Rangée telle que OAAfV'"..., et sa 
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plus proche voisine lîPF {fig. i), recevra le nom de handc. La bande est 
caractérisée par cette particularité, (pi'il n’existe jamais aucun Sommet dans 
son iritérieiir, mais seulement sur les deux droites (jui la limitent. 

Les lieux itangées parallèles qui contiennent une bande entre elles seront 
dites liinltroplws. \ chaque Hangée correspondent deux Hangées limi- 
trophes, situées de cotés opposés par rapport à la Kangée donnée. Le 
j)lan d’une bande, ou de deux Rangées parallèles, ou, plus généralement, 
le plan qui contient trois Sommets, non en ligne droite, sera appelé jilan 
réticulaire ; il porte sur sa surface un Réseau conqilel de Sommets. 

Si, dans l’espace, les paramètres des trois Rangées 0.\, OR, OC (Jiÿ- i) 
peuvent servir d’arètes à un parallélipipède vide de tout Sommet dans son 
intérieur, aiiLsi que sur scs faces latérah-s, je désignerai ces trois Rangées 
sous le nom de Rangées conjuguées, et sous le nom d'axes conjugués, dans 
le cas où l'on jugerait convenable de les prendre pour axes coordonnés. 

Les trois plans qui réunissent deux à deux ces Rangées seront appelés 
des plans réticulaires conjugués ou plans conjugués. 

Une Rangée sera dite conjuguée d'un plan réticulaire loi’sqiic, en prenant 
sur ce plan deux Rangées conjuguées relativement au Réseau de ce plan, 
elles seront conjuguées avec la Rangée donnée. 

L'espace indélini coiiqjris entre un plan réticulaire et sou plus proche 
voisin, parmi les plans réticulaires qui lui .sont parallèles, sera désigné 
sous le nom de strate. Il ne peut exister aucun Sommet dans l'intérieur 
d'une strate. 

I,es deux plans réticulaires parallèles qui limitent la strate seront dits 
limitrophes. A chaque plan réticulaire correspondent deux plans limi- 
trophes qui lui sont parallèles, et situés de côtés opposés par rapport au 
])lan donné. 

Les trois sy.stèmes de plans réticulaires parallèles aux trois plans conju- 
gués ;\OB, AOD, ROI) (Jig. i), découpent l’espace en celhdes [larallélipipé- 
fiiques, toutes égales et super[>osables. J’appellerai le parallélipipède ainsi 
obtenu, et construit sur les trois paramètres conjugués f)A, OR, Ol), parnl- 
lélipip'ede générateur ou noyau de l'.Vssemljlage. 

La juxtiq)osition de tels parallélipipèdes faces contre faces reproduit tous 
les Sommets de cet .Assemblage. 
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I .a rix.ttion de notre terminologie nous |»emiet de n-suiner les pn)[)riétés 
londanientides dont Jouit un Assemblage quelconque. 

it Les Sommets d'un Assemblage sont rangés sur un système de plans 
» parallèles et équidistants, et forment, sur chacun de ces plans, un itéseau 
B dont la conliguration est la même sur chaque plan. 

» Dans chacun de ces Késcaux, les Sommets forment des systèmes de 
i> Rangées parallèles, siq)crposahlcs et équidistantes. 

i> Sur chaque Rangée, les Sommets sont également espacés entre eux. 
» Ün [jeut toujours reproduire les Sommets donnés d’un Réseau par les 
» intersections, deux à deux, de deux systèmes distincts de droites jiarallèles 
» et équidistantes : tout le plan se trouve alors découpé en cases paral- 
» lélograinmiques superposables, et qui ne laissent entre elles aucun esp,aee 
» vide. 

II On peut toujours reproduire les Sommets d'un Assemblage par les in- 
» tersections , trois à trois , de trois systèmes distincts de plans parallèles et 
U également distants dans chaque système : l’espace est alors découpé en 
)> cellules parallélipipédiqucs, toutes égales, superposables, et ne laissant 
1. entre elles aucun espace vide. 

w La décomposition du plan ou de l'espace en parallélogrammes ou 
-> parallélipipcdcs égaux, dont les sommets coïncident avec les Sommets de 
i> l’ Assemblage, peut se faire d’une infinité de manières différentes. » 

II. — Des Résexex en céNÉiui,. 

^otutùms, définitions. — Nous allons considérer le Réseau delay//?. 2. 

I,e Sommet Osera pris pour origine des coordonnées. 

Soient 0 .\.\'..., ORR'..., les deux Rangées tpii ont servi à construire le 
Réseau, et désignons par a, b les deux paramètres, de sorte que l’on ait 

(I) OA = «, OR = /^. 

Soient Ç, »i les coordonnées linéaires des points du plan rapportées aux 
a.xes obliques OA, OB. Pour un Sommet quelconque P, les rapports -j 7. 
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ï) 

stTont des nombres entiers, positifs ou négatifs, que nous appellerons les 
ruordonnees numériques du Sommet P, et qui seront représentés par les 
lettres tu, n, si P est un Sommet déterminé, et par les lettres .r, v, si l’est 
un Sommet indéterminé du Réseau. On aura, suivant les eas, 


(») 

Cl) 



r, 




h 


=_r. 


L’équation générale du Réseau, eoiisidéré eoimiie étant une eoiirlte plane 
à brandies séjiarées, et évanouissantes en chaque Sommet du Réseau, peut 
s’écrii-e aiiabticpiemeiit sous la forme suivante ; 

■ , E ■ 1 » 

sin 2 TT -t- sin ’ J T = O , 


T étant le nombre 3, i4 • '•‘J---- (iette équation est satisfaite pour ehaqiie 
Sommet, et cesse de l’être pour tout autre point du plan. 

Problème 11. — Trouver l'équation d' une Rangée passant par l'origine 
et pur le Sommet P (Kg. a). 

Soient rn, n les coordonnées numériques de P; l'équation de OP en 
coordonnées linéaires et courantes sera 

J- = J". . 

ma nh 

Soient les coordonnées numériques d'un Sommet quelconque appar- 
tenant à la Rangée OP; on aura 



c’est l'équation en coordonnées numériques de la Rangée OP. 

Si m et H avaient un plus grand diviseur commun D, le point ^ 

appartiendrait à la Rangée OP, et serait, de tous les Sommets de cette Ran- 
gée, le plus rapproi’hé du Sommet O; mais si m et n sont premiers entre 
eux, OP est le paramètre de la Rangée. 

On peut mettre l'étpiation (4) sous la Ibrme 
(5) n.r — my = o. 

XXXII/' lak,tr. 1 
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Si Ton [Mise alors 


n m 

i) “ [) 


h. 


et A étant des nombres entiers, premiers entre eux, positifs on néfîatifs, 
ré(|iiiilion devient 

(7) «'.r-+-Ar = o. 

Thkorèmk I, — Si ni, M (fi". 3) sont deit.v Sonwwts d'un ÊU-scau, et si, 
jHir un troisième Sommet f), on mène une droite On égale et parallèle h 
/n.M, l'extrémitc de cette droite sera un ipiairième Sommet du lîcseau. 

Transportons l’origine des eoordonnées suceessivement en m et en O, 
sans elinngcr la direetion ties axes ; nommons « les coordotiiiécs de M par 
rapport aux axes meinvs j>ar m. Il résulte <les propi-iétés générales <les 
lléseanx et Assemblages (pageS), <]u'il existera dans le I\ésean nn Sommet 
de inèines coordonnées, dans le système d’axes menés par O : soit n ee 
Sommet. F.a droite On sera égale et parallèle à rnM. 

Corollaire. — Si l’on prolonge .M/« d’une longueur m ijig- 3 ), 

U sera l’un des Sommets du lléseau ; ainsi , le Sommet in est nn centre géo- 
métrique du Réseau, et il en est de même pour tons les autres Sommets. 

Piioni.F.MK III. — Trouver T équation générale des lUutgées parall'eles à la 
Jlangée ()V (lîg. 2). 

Par nn .Sommet à eoordonnées numéritpies rn' , n' menons une parallèle 
à OP ; son é{juation en coordonnées linéaires sera 

ï — m^a r. — n' h 

ma Tilt ~ 


.Si l’on fait disparaître a du premier membre, et l> du second, on aura 

a" — né y — n’ 
m H ’ 

OU, en tenant compte des équations (6), 

g{x — m') -h II (,r — «') = O. 

f)n aurait pu déduire directement celte équation de l’équalion ^7), en y 
cliangeant .r et ) en x — m' et r — n'. Donc 

g.r -( liy = gni' lin. 
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1 1 


(B) = 

en désignant le dernier membre par C; (- t'sl néeessai rement nn nombre 
entier. Cette étjnatioii, aussi générale que possible, comprend tout le système 
«les Kangé«!s parallèles à OP. 

dotation, tléjimtton. — Nous adopt<Tons désormais la notation [glt) 
pour représenter tout le système des KangtVs parallèles à la droite de ^«■«|ua- 
tion (7); les nombres entiei’s g, h, positifs ou négatifs, seront les rartirlf-- 
ristitjucs de ce système de Ratigées, relativement aux axes «les jc et des r. 
1‘roblf.mI': IV. — Trouver le paramètre ries Rangées île notation (g/i). 
Soit J l'angle AOlî {Jig. a); soit A le paramètre de la Rangée OP «pii va de 


l'origine au Sommet dont les coordonnées sont "• On aura, 
formule connue. 




par une 


et, si l'on substitue les caractéristiques g, h, 

(9) A’ = A’ n' -(- g' l>‘ — 1 gh ah cosJ'. 

I^RouLkMi': V. — Trouver le nombre île Sommets contenus iluns le paral- 
lélogramme construit sur les purnmèires OA, OP ou OR, OP (lig. 3). 

Supp«jsons que les coordonnées numériques m et n du j)oint P soient po- 
•sitives. Le nombre des Rangées Rm..., B'rn. .., K'p..., parallèles à l'axe 
d«^.r,etqin traversent le jwrallélogrammeO.^PQ, est égal à « — i . Ce .s«*gment 
intercepti- entre (JP et AQ, étant égal au paramètre 0 .\, doit contenir un 
■Sommet, lequel sera situé dans l’intérieur du parallélogramme OAP(^, puis- 
«pi’il ne peut tomber ni sur OP, ni sur AQ; donc, le nombre des Sommets 
contenus dans ce parallélogramme sera n — 1 . De même pour le parallélo- 
gramme OBPR, le nombre des Sommets intérieurs sera m — 1 . 

Si m ou n étaient négatifs, on les rendrait positifs, par un écliange come- 
nable des demUixes positifs avec les négatifs. 

Probi.éme VI. — Trouver T équation des Rangées limitrophes de OP. 

C’équation générale des Rangées parallèles à OP i“st 

g.F -h li Y gni ■+■ hn ; 

' a. 
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if et h sont (les iiombn’s donnés, premiers entre eux; «/', n , des nomlins 
arbitrairement eboisis. 

( )r on sait, par la théorie dt's fractions continues, (|iie l’on |)ourra toujours 
déterminer /«', n de manière à satisfaire soit à l'equation 


"«/' hn' = f I , 

suit à l'équation 

gm' ~i hn' -=^ — I. 

L’é(|uation (8) devient alors 
1 1 o) gx -f- hy = 3T I , 

et représente les deux Rang(*es pp' rr' limitrophes de la Rangée OP. 
Il est évident que l'on ne peut avoir, dans le Réseau, d'autres Rangées plus 
rapprochées de l’origine O. 

Autre démonstration de la solution. — Soient m, n, p, ij [fig. a) les 
Sommets situés daas l’intérieur du parallélogramme OAPQ, Deux d’entre 
eux ne peuvent (-tre à nu-me distance de OP; car, si ni et p ('taient dans 
ce c;as, ntp serait parallèle à OP, et sur une Rangée parallèle à OP on aurait 
un jiaramètre moindre <pie OP, ce qui ne peut être. 

Donc, si l’on mène h*s lignes pp' ^ mm' , (/(/', nti , elles formeront le com- 
mencement de la série des Rangées parallèles à OP; ainsi, ces lignes doivent 
être équidistantes. 

I.e nombre des Sommets contenus entre OP et A(^ étant égal à n — i 
I problème V), celui des bandes comprises entre ces deux droites sera égal 
à n. Donc OA sera partagé en n segments égaux, et l'on aura 


(i<) 



a 

n 


Si maintenant on prolonge la Rangée pp' en p" jus(|u’à la rencontre du 
demi-axe des y négatives, on démontrerait de même, au moyen du paral- 
lélogramme construit sur OP et OR, tpie l'on a 

( 12 ) Op"=^—t. 

Or l’équation de pp' en coordonnées linéaires est évidemment 

=i 

Op' ^Op" 
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Si l’on remplace Ç, » par leurs valeurs tirées des équations (ot), O/; 'et ()// 
par leurs valeurs tirées des équations (i i) et (i a), il viendra 

/U- — m y = ~h I ■ 

De l’autre c<)té de OP, dans le parallélogramme OBPR, il existe une autre 
Rangée limitrophe, la Rangée rr', formant avec OP une Itande «le nu'ine 
largeur que la bande comprise entre /)// et OP. 

Son éqmition sera évidemment 

/Lv — //IJ" = — 1 ; 

donc les deux Rangées limitrophes sont comprises dans l’équation collective 

n.r — mjr = ± i , 

et si l’on substitue à ni, n, les caractéristiques g, h de la Rangée OP, en 
remarquant que w? et n sont premiers entre eux, puistpie OP est un j>ara- 
niètre, celle-ci devient 

gx -H /i r = ± I . 

Problème Vil. — Dans un système de Rangées dont Ut notât ion symUo- 
Utjue est igh), on demande quel ruimhre de bandes de ce système est com/tris 
entre le Sommet à coordonnées M, N et le Sommet à coordonnées M', N'. 

Concevons que la Rangée /y/ (Jig. a), limitrophe de OP, ret;oive l’unité 
pour numéro d’ordre; «pie la Rangée suivante mm' reçoive le n“ a, et ainsi 
de suite ; puis, que l’on affecte des numéros d’ordre égaux à — i , — a , 
— 3,..., aux Rangées rr', ss',..., situées du côté opposé. 

La Rangée n“ i aura pour équation 

gx -h h y — 1 . 

Celle de la Rangée n" a, deux fois plus éloignée de l’origine que la pré- 
«•édente, sera 

gx -H liy = a. 

La Rangée dont le numéro d’ordre sera C aura pour équation 
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D'oil l’on voit que, dans l'équation (8), le dernier ineinhix- est piveisé- 
ment le numéro d’ordre de la Rangée que l’on considère. 

Soient doue C et C' les numéros d’ordre des Rangées passant par les 
Sommets fM, N) et (M', N'); on aura 

C =^rM + //N, 

( 1 3) c - c;' = ÿ (.M - .M'I -t- h (.\ - N'). 

Ainsi le nombre tles bandes intereeptées entre les deux Sommets donnés 
aura (»onr valeur, au signe près, 

g (.M — M') -4- /* (N — N'). 

< nruUairr. — Dans le jtarallélogramme eonstruit sur les paramètres f)P, 
nommons {m, /<), («/, n) les coordonnées des Sommets P, P'. 
l.e nombre des bandes contenut's entre deux cotés opposés de ce parallé- 
logramme sera égal, au signe jirès, à mn — nm' . 

Pbobi.kmk Vlll. — 'Trouver la roiuliiion pour tpm deux liau^ées soient 
conjuguées. 

Soient m, n les coordonnées numériques d'un Sommet P (fig. a) ; soient 
m' , «'celles d'un autre Sommet p •. on supj)osc »<, n premiers entre eux; 
on suppose aussi m' , n' jiremiers entre eux, et l’on demande la condition 
p<iur que OF’ et 0/> soient des Rangées conjuguées. 

l.e Sommet p doit appartenir à l’une ou à l’autre des deux Rangées limi- 
trophes de OP ; sans cela, les Rangées parallèles à OP et celles parallèles 
à i)p .se couperaient en des points qui ne seraient pas tous des Sommets du 
Réseau, et les Rangées OP, (3^ ne seniient pas conjuguées. Donc il faut 
qu’en ]>osant 

X = «/, )• — n 

dans l'équation (lo), celle-ci soit satisfaite; ce qui donne la condition 
1 1 'l ) gm' -I- A«' = ± I , 

et si l’on y substitue les valeurs de g, h, tirées des équations (6), en 
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remarquant que D = i , cette condition se change en 
( I 5) nm' — mn' = rfc i . 

Kécijjroqnenieiit , si cette condition est satisfaite, le Sommet (w/, «') ap- 
partiendra à l’une des Rangées limitrojilies de ÜP, et sa ligne de jonction 
avec l’origine fonncra une Rangée conjuguée de la Rangée OP. 

Si l’on substitue à m, n les caractéristiques g, h de lu Rangée OP, à 
m , n les caractéristiques g' , h' de la rangée O/;, on aura 

<i(i) hg’ — gh' — -Jsz ï \ 

ve sera la condition pour que les Rangées désignées par les svinboles (;,'/<), 
(g'/i') soient conjuguées et reproduisent les Sommets du Réseau par leurs 
intersections mutuelles. 

Problème IX. — Trouver la coniUliuii pour que trois Sommets (m, u\, 
(m', «'), {m”, n"), appartiennent à des /langées limitrophes . 

Transportons l’origine en n"); les coordonnées numériques des 
deux autres Sommets seront (/« — m” , n — n"), {m ' — m”, n ' — n"). 

Pour que les Rangées allant de la nouvelle origine à ces deux Sommets 
soient conjuguées, il faut que l’on ait 

(n — n") (/«' — m") — (m — m") (n — «*) = ±: i , 
c'est-à-dire, après réduction, 

nm' — n'rn -t- n" m — ///«* -t- n nt” — m' n" = ± i . 

Problème X. — Changer les axes coordonnés et exprimer les nou- 
velles coordonnées cnforu'.tion des anciennes, et réciproquement. 

Soient (/«, «), (/«', n) les coordonnt’cs numériques des deux Sommets 
P et P' (fig.'i)', m et n sont prcmiei's entre eux, et il en est de même de 
m' et n . 

Soient pris OP, OP' pour nouveaux axes coordonnés, et soient X , ^ 
les coordonnées numériques d’un Sommet M dans ce nouveau système. 

•Mors, si l’on mène Mw parallèle à OP' jusqu’à la rencontre de OPw. et 
Mrt parallèle à OP jusqu’à la rencontre de OP', on aura 

= X.OP, 

On =Mm= Y.OP'. 
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L«*s coordonnées nuinériques du point m dans rancien système d'axes 
conjugués OA, OB seront wX, «V; celles du point « seront m' Y, n' V. 

Pour obtenir les coordonnées x, >' du point M dans l’ancien système, 
on rcmarrjuera (|uc, dans le piassage de m à M, l’abscisse et l'ordonnée 
iiumérifjucs éprouvent les memes accroissements que dans le passage de O 
à «, puisque est égal et |>arallèle à Mm. Donc 


07 .' 


i ,r = m X ■( tn'\ , 
( > n\-^ n'\. 


Ou en déduit, par l'élimination. 


(i«l 



n' m' 

' 3 ï — ‘‘e H 3 i — y, 

33 333 333 33 333 33 33 333 

33 333 

33333 33’ 333 * 33333' 33333' ‘ 


Si les Rangées OP, OP' sont conjuguées, ces équations se changent en 


i'iO 


V ' 3 

— \ — 33 X 333 

± \ = 33J -+■ 333}-. 


Faites tourner autoui' de O et d'un mouvement commun les axes des X 
et des V, jus(ju’à ce (|ue le demi-axe des X positives et le demi-axe des .r 
positives coïncident : si les demi-axes des Y positives et des ) positives se 
ti'ouvent aloi-s situé-s ilu meme coté par rapport aux axes co ncidents, le 
signe supérieur devra être prél'éré dans les premiers membres des équa- 
tions ( 19 ). On adoptera le signe inférieur dans le cas contraire. 

('33roUairc. — Supposons que l'axe des y change seul, et soit remplacé 
par la Rangée OP conjuguée avec l’axe des x, lequel reste invariable; 
soit /«, l’abscisse numérique du point P, On aura, dans ce changement 
d’axes, 

m = 1 , 33 — O, 

333' = 333,, 33'= t ; 

on en conclura 

.r=X^m,Y, 
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H, réciproquement, 

\ =.r, \=.r—m,y. 

lài l•^)0^(lüIlnée niiinénqne parallèle à l'axe déplacé reste invariable. 

I’robi.ème XI. — Oft demande ce (/uc devient te symlnde d'une lîanÿée 
donnée (gh), dans un nouveau système d’axes. 

Soient toujours (m, n), (/«', «') les coordonnées numériques des extré- 
mités des nouveaux axes. 

Si dans l'équation 

gx -y h Y = (’. 

on substitue les valeurs de .r, y, tirées des équations (17), on aura 
[gm hn) X igm' -h fin') Y = C ; 


d'oii l'on voit que, si l’on repré.sente par (<iH) le nouveau symbole, on 
|)assera de (gti)a (GH ) au moyen des formules 


(an) 


G = gin -(- hn, 
II = gni' -t- hn' . 


Corollaire. — Si, conservant l'axe des a-, on se borne à remplacei I axe 
des J, et à prendre pour nouvel axe des v positives la Kanf^ée allant de 
l’origine au Sommet ( — 1, — 1), Rangée qui e.st le prolongement en sens 
inverse de la diagonale du parallélogramme construit sur// et h, on aura 

m = \ , n = O, 
m' = — I , n' = — I ; 

ce qui changera le symbole (g, h) en (g, — g — //). 

Si l'on nomme alors 1 la caractéristique de la Rangée (gh) relative à ce 
nouvel axe, on aura l'équation 

* = — é' — 

Soit c le paramètre du nouvel axe ; le segment intercepté sur cet axe entre 
l’origine et la Rangée 
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(li*vriiiif, <laiis !«• nouveau système, 


-r H A = I , 

aura èvideiniiM'iit pour valeur 

I)'«)ù l'oii voit f|ue, « lorsque les paramètres «, h, c de trois Ilangées eonju* 
x> guées deux à deux sotit disposés de manière à li}»urer trois Idrees <pii se 
» tout équilibre sur le plandii lléseau.toutellangée limitrrqilieà une Hanj;ée 
» passant par rorit;ine déterminera, dans les paramètres de ces Rangées, 

« les trois segments 7, ’ ' étant des nombres entiers positifs ou 

» négatifs, .assujettis à la relation 

I ) g + h ^ i = O, 

» et alors on pourra prendre indistinctement pour symbole de la Itangée 
» iÿh), l’un ou l'autre de‘s symboles (g'/'), igi), {if')- ” 

j\ota/iaii ù Iroi.f rar(tcl('ri\ti//i/eA . — lavrs<|u'on rapportera la position di»s 
Rangées du liéseau à trois axes coordonnés satisfiiisant aux conditions cpie 
nous venons d'indicpier, on pourra remplacer le symlade (gfi) par la nota- 
tion à trois caractéristiques (ghi)- 

l,a formule ( q ) prend une forme remarquable dans ce système de caractc'-- 
rist if|ues. 

■Soient {Jîg. ô'i 

O \ z= tK: = h, OE = r, .\(M: = S; 

un aura 

-î- a cos S. 

Kn substituant dans l'équation (tj) la valeur de a cos ^ déduite <le cette 
formule, et remartpiant que l'on a 

/r -a- £,'/( = — /ti, "= -H g/t — — gi, 

on trouvera, pour le carré du paramètre de la Rangée (gfii), 

(■.rj.) A-’ = - J,i,r - gif>‘ - gh,:^ = - ghi (^1^ -P -H .‘r )• 

TiiÉontJiE 11. — Si une Jtangee OP (fig. [i)csl contenue dans l'angle .\OR 
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fhnné par deux llan^ccs conjuguées OA, 015, toutes les Rangées conju- 
guées de 01’ seront contenues dans le mente espace angulaire AO|5. 

l’rpuons OA pour flemi-axe des .r positives, 015 pour demi-axe des y posi- 
tives, et soient m, n les coordonnées numériques du Sommel I’, positives 
et plus grandes que zéro. 

Supposons maintenant queO/^ soit une rangée conjuguée de OP, et soient 

n' = — n„ 

les coordonnées iinmrTiques du Sommet p; /«, et n„ sont des nombres 
entiers et positii's. I.a condition générale prescrite par l'équation 
deviendra 

nni, -j- nui, = ±: i . 

Or il est impossible d’y satisfaire avec des valeiii’s positives et supérieures 
à zéro des nombres ni,n, ni,, n,. .Ainsi, la Rangée < )p ne peut être conjuguée 
de OP. 

Par la même raison, une Rangée telle que Oy (même figure) ne peut être 
«•onjuguée avec OP. Donc, etc. 

rHéoRh.ME III. — I.e parallélogramme générateur du Réseau a une aire 
constante, de iptclque. manière tpiil soit construit. 

■le désignerai, désormais, par a la surface du parallélogramme générateur 
d'un Réseau; soit 0,A/«B {Jig- a) un tel parallélogramme. 

Les Rangées OP et Op étant conjuguées, eonstruis<.>ns sur ttP, O/», le 
parallélogramme OP/>®, qui sera la maille de notre Réseau, déduit île ce 
.système de Rangées; je dis que l’on a 

aire iiŸ/rap = aire OA/«R r= m. 

En effet, le parallélogramme OVisp a même base ijue OAQP; mais la 
hauteur est diflërente, et l’on a [équation (i i)| 

OP-nr/; : OAQP ; : Op ; OA : : j ; 

n étant l’ordonnée numérique du Sommet P. 

-Mais, d'autre part, 

OA m B ; OAQP ; : ÜB : OB” : ; i : 

3 . 
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ao 

«loue 

aiir (W'S/} = aire OA /«H = u. 


Dcii.fiàiic diUuiuistrutioii. — Soient (/«,«) les cooi'iloiiiiées iinintTi(|iie!< 
lie P, (///', n') celles <!c /J. Oiuléinontre, dans les Traités de (iéométrie analy- 
lii|iie, (jue le trianj;le joignant l’orij-ine aux deux points dont les eooi-doii- 
nées linéaires sont (S, i*), n'), a jiour aire, si les axes eoordonnés sont 

rectan>;ulaires, la valeur absolue de l’expression 

et, si les axes sont ohlitpies et forment entre eux un angle S, 

S. 

\insi, en posant 

angle A( )B = S, 

on aura, au signe près, 

aire tri. 0/>l’ = isinJ {iihm'a — iiuiii'h) = j «/; si n <5 (////(' — 


doue, à cause de réipiatiou (i ô), 


Doue 


aire tri. Op P = 5 sin S. 
aire < )Por/J — ah sin S = aire OA/« lî = &>. 


/'roUivnu' dénamstratUm. — Nous conviendrons de nommer dcnsitt' du 
llâ'icuu, le nombre des Sommets contenus dans l’unité de surface, les dimen- 
sions de cette- unité de surface étant supposées toutes les deux extrêmement 
grandes comjvarativement aux paramètres des Rangées (|ue l'on considère, 
(ieei posé, soient 3 ) 


OP = 

ou aura 


Op^h’, /;OP = J', aire OP-w/^ = 61'; 
*/ = a' h' sin y . 


Preiious sur la droite OP prolongée, et à partir de O, une longueui' * 
très-grande relativement à et à partir de O sur Op prolongée, une lon- 
gueur / très-grande relativement à b' , de manière cpie le parallélogramme 
construit sur les deux longueurs jt, t soit égal à l’unité de surface, et 
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(|ii ainsi l'on ait 


XI sin J' = I . 


•Ji I 


I,e nombre de Sommets contenus dans ce parallélogramme se calculera 
comme le nombre des Imulefs de la base d’une pile rectangulaire, par la 
formule 

/. 1 
«' ^ p- 

On aura donc, p étant ce nombre, toujoni-s très-grand, 

XI xisinJ' 1 _ 

^ a'P a'i'siii 3’ w’ ’ 

or le nombre p, qui mesure la densité du Héseau, doit rester constani, 
quel que soit le système d’axes conjugués ipie l'on ait adopté pour sa déter- 
mination. On aura donc 
(a3) a = iB = ab sin i. 

Théouèimk IV. — L" intcrmllr iiioymiles Soiimwls d'un Itéscaii c.il égal 
a la racine carrée de l aire de .son parallélogramme générateur . 

Poisson (*) a désigné [>ar « intervalle moyen des inolécnies d'un corps » 
le côté d’un cube égal à l’unité de volume du corps divisée [lar le nomijrc 
des molécules (jue contient cette unité de volume. Ou peut appliipier cette 
délinition au cas ilu plan, et nommer intervalle moyen des .Sommets d’un 
lléscau le côté d’un carré égal à l’unité de surface divisée par le nombre des 
Sommets qu’elle renferme. 

Soit i cet intervalle moyen : en continuant à désigner par p le nombre 
des Sommets contenus dans l’unité fie l’aire, on aura 


» 


3 



donc, d’après le théorème précédent, 

(a4) f’ = fü, ê = y/iM, 


CB étant l’aire constante du parallélogramme générateur du Héseau. 


(•) Journal de VÈcole Polytcehniquc, 20 ' cahirr, pagr 5.— Mrm(ùrr\ dr V /t adrmtr drs Srirnct 
lome XVÎH, page 7 . 
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PnoBi.ÈME XII. — Trouver ta larçeur d'uue hamic, dans te .^ystènic de 
tlanj’âe.t dont la notation .vynifio/àjue e.\t 

Soient A In largeur ineonniie fie la haiidc, A le paramètre des deux Haii- 
gées limitropites <|iii l'embrassent ; l'aire du parallélogramme générateui 
sera égale à A A. Ou aura doue 


(U A) A A = «. 

.Substituant les valeurs de A, m, tirées des éipiations (<)) et (V!<)), 
aura 


A 


ali si II ù 

\ fl* a' 4- y ^*/i ait vos q 


nu, plus simpleinent. 


(yjil 




v;7>- 


2 "j COS s 
lit) 


ou 


Dc/inition. — ,1e désigne pai- triangle éléincntaire tout triangle ayant 
pour sommets trois Sommets du lléseau appartenant à deux Kangées limi- 
trophes. 

l u tel triangle est toujours la moitié de l'un des |>arallélogrammes géné;- 
rateurs du lléseau. 

Ou peut le con.sidérer comme ibrmaiit la nmilk trianpdaire i\u Réseau. 

.le désigne sous le nom de triangle élémentaire ininei/ial, ou, plus briève- 
ment, sous le nom de triangle principal, celui qui a pour base le plus j)etit 
paramètre du Réseau, et dont les angles à la Itase sont aigus, l'iiu d'eux 
pouvant exeeptionuellement devenir droit. 

i HKoai’.MF. A . — /.f'.v triangles élémentaires ont une aire constante, égale 
Il la moitié de t aire du parallélogramme générateur. l,e triangle ayant 
pour sommet l'origine et pour hase lu droite ipii joint les Sommets {m, n), 
(///, a'), a pour aire te produit de l'aire du triangle élémentaire par la 
râleur ahsol'te du fneteur mu — nm . 

I.a première partie du ibéorèine est évidente; les aires des triangles élé- 
mentaires ont pour expression commune ‘ a. 

Soient maintenant P, P' {fig- a) les Sommets à coordonnées numériques 
(/«, «), [ni , «'); on aura, d'après la deuxième démonstration du tbéo- 
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III, 

Or 

(loue 

l«7) 


aire tri. OPP'= Raisin J (/»///' — mn'). 
ftb sin<J = su; 

aire tri. OPP' = ai («/«' — ntn). 


ai 


Si l'on inulti|)lie n/ et // par un facteur conitmin I), le premier membre et 
le second membre deviennent tons les deux D fois plus consi<lérables, de 
sorte que ré([uation (27) n’est pas troublée ; elle ne l’est pas non plus dans 
le cas où l’on multiplierait m' et »' par un liieteur 1)'. Donc cette é(juation 
a toujours lieu, lors même que /«, « eut m', n' ne seraient pas premiers 
entre eux. 

Probi.ème \111. — Trouver le triangle principal (Tau llêseau. 

Cboisi.s.sez arbitrairement un Sommet O {/ig. 4)i clieix'liez parmi tous 
les autres Sonimets le plus rapproché tie O. 

Soit A ce Sommet, 0.\ étant le paramètre minimum du Késeau. Kn () 
et \ , élevez les droites O/.1, A/», perpendiculaires surO.A, et cliercliez dans 
l'espace indéfini pCi\w le Sommet le plus rajiproelié de la droite OA. \ ous 
le rencontrerez nécessairement en 11, sur la llangée limitroplie de OA. Joi- 
{•nez OH et HA ; OAH sera le triangle principal du Héseau. 

I’hÉohèmk VI. — Le triangle pri/iripal est le seul triangle élémentaire 
liant les trois luigles soient aigus. 

r.n ell’et, soit OAH { fig. 5) le triangle princijial. Menons la droite (X)J-’ 
parallèle à HA; les trois Rangées .\01), HOE, COE sont conjuguées deux à 
deux. Üonc tout triangle élémentaire ayant son sommet en O sera contenu 
dans l’un des six espaces angulaires AOH, H(Xi, COI), DOE, EOF, FOA 
(théorème II ). Soit ()«fi un tel triangle ; la Rangée Oy menée par O j)arallè- 
lement à ali, étant conjuguée de Oa et de O'î, devra être contenue dans le 
même espace angulaire AOB (théorème II). Si le triangle 0«j^ avait .ses 
trois angles aigus, l’espace angulaire embrassé par les trois demi-droites Oa, 
0,5, Oy ilevrait égaler ou surpasser qo tlegrés. Or cela n’est pas possible 
dans le c:is actuel, puisque nous venons de démontrer que l’angle aO^ est 
nécessairement moindre que l’angle aigu ou droit AOB. 
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Donc, pour obtenir un triangle ueutan^le, il faut faire coïncider O» avec 
< ) A, avec OU, et l'on retrouve ainsi le ti iangle principal. 

Scolic. — F, es six triangles qui composent riiexagone ABfiDKI' sont 
tous égaux et superposables; ils ne forment donc qu'une seule solution. < >n 
.'cmanpK-ra que ces triangles sont de deux sortes : les uns, savoir, GAU. 
DOC., l'iFO, tournent leur paramètre minimum vers le bas, et [reiivenl être 
amenés ii eoincidence par une simple translation, sans rotation; les trois 
autres sont placés dans une situation inverse, et l’on ne peut les faire 
coïncider a\ee les précédents ipie par une rotation de i8o degrés autour 
d'une normale au plan. 

l’ar exemple, D(Ki viemlra coïncider avec l)t)F. j>ar une demi-rotation, 
ellèctiiée dans son plan, autour du milieu O' de la base 01), commune aux 
deux triangles, l'ne demi-rotation autour de O amènerait IKK', en coïnci- 
dence avec \OC. 

f 'oroflairr. — I,e triangle principal n'ayant aucun de ses angles supérieurs 
a qo degrés, on eu com'lura : 

i“. Que son angle minimum est eoiiqiris entre zéro et tio degri's inclusi- 
vement ; 

a". Que son angle moyen est compris entre i'i et yo degrés incliisi- 
\ ement ; 

■F". Qu e son angle maximum est compris entre bo et yo degrés inclusi- 
\ ement . 

ThlohÉ.mk ' 11. — /.<' Iriani'le prinri//nl opparlifitl à lu haiidc de Inr- 
^ciir tiia.vimiwi . 

Kn elfet. de l'équation (aô) on conclut 



Ur est constant jiour tout le Uéseau ; donc A atteint son maximum, 
lorsrpie le paramètre atteint .sa valeur minimum. Donc, si l'on prenil le para- 
mètre minimum pour base du triangle principal, et si on lui mène une paral- 
lèle |)ar le sommet géométrique de ce triangle, la bande enfermée entre ces 
)iarallèles, et contenant le triangle principal, sera la bande de largeur maxi- 
mum rie tout le Résr'au, 

Scolic. — t'.ette valeur maximum de A ne peut être inférieure à 
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si l'on désigne par a le paramètre minimum du Réseau. En eRet, dans la 
fig. 4, décrive* de O, comme centre, le quart de cercle ANP; de A, comme 
centre, le quart de cercle OAM. I^e sommet B du triangle principal sera 
compris dans l’espace indéfini /iPNMm. I.,a hauteur A de ce triangle sera 
la plus petite possible, lorsque B coïncidera avec IN. Donc, nommant A, la 
largeur maximum des bandes du Réseau, on aura 

A. > ou = a y/^- 

Théorème VIII. — Le triangle princif>al vontie/il les trois plus petits 
parcunètres de tout le Réseau . 

Soient O.A {fig. 5) le paramètre minimum, et OB le plus petit des 
deux autres côtés du triangle principal; soient ().\B, OBfi U*s deux triangles 
principaux construits .sur OB. La ligne O/I, normale à OA, passera entre 
les Sommets B et G. Pour un .Sommet quelconque a appartenant à la Rangée 
RC prolongée, on aura évidemment 

ia > i B, i<x > iC ; 

donc 

Oa > OB, Oa > OC, c’est-à-dire AB. 

Si le point a appartenait à la Rangée limitrophe de BC, à celle c|ui confie la 
normale OU' à la distance Oi'= a O/, on aurait 

Oa > O/'; 

or on a d'ailleurs 

Oi' = a 0/ = U AB X sin OAB. 

Mais, de plus, en vertu du corollaire du théorème VT, OAB étant l’angle 
moyen, 

OAB > ou =45°, a sin OAB > ou =^; 

donc 

Oa> AB y/â. 

Ainsi, dans tous les cas, le paramètre Oa surpassera le paramètre AB. 
lequel est, par hypothèse, le plus grand côté du tri.ingle jiriiicipal. 

Scolie. — Il est bien entendu que l’on peut a\oir exceptionnellement 

OB = O A , et même CXi = OB = OA . 

XXXnp Cahier. 4 
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On peut aussi avoir exceptionnellement Oa = (K;, mais seulement dans 
le cas où le trianj;le 150 A serait rectangle en O. 

CnrolUtire. — Le triangle principal est le triangle de périmètre minimum 
parmi tons les triangles élémentaires du lléseau. 

'I’héorkme I\. — l 'n point tpiclroiniiu’ étant pris dans l’intérieur d'un 
triani'/e prineifml, l’un des trois sommets de ce triangle sera toujours plus 
raftproe.hé de ce point </ue tout autre .Sommet du /{éseau . 

t)n démontrerait ce théorème en décrivant sur OA, OB, BA (Jig.~j), 
eonime diamètres, des demi-circonférences extérieures au triangle BOA, et 
remarquant que ces trois demi-cercles ne peuvent contenir aucun Sommet. 

III. — Des ItÉSEAliX SYMÉTHlytîES. 

Dé/initions. — 'l'onte droite <pii partage un Béseau en deux moitiés symé- 
Iriques, c'est-à-dire susceptibles d’être amenées à coïncidence. Sommet sur 
Sommet, par une demi-rotation de riiiie de ces moitiés autour de la droite, 
sei-a dite axe de symétrie du Réseau. I^es Sommets, ainsi amenés à coïn- 
cidence, seront «lits homologues par rapport à l’axe de symétrie. Nous ver- 
rons bientôt que ces axes peuvent toujours être i-onsidérés comme étant des 
Bangées. la* Béseau qui possède un ou plusieurs axes de symétrie sera dit 
Réseau symétrUpiv ; il sera dit asymétrique, dans le cas contraire. 

Loi-sqiie le Bt'^eau possède jilusietirs axes de symétrie, ces axes |M*uveiit 
être de; meme espère ou d'espèces différentes. 

Deux axes de symétrie sont dits de même espèce, loi'srjue la configura- 
tion du Béseau est la meme autour de chacun d’eux, ce cpii exige, comme 
première condition, qu’ils aient le même paramètre. Alors, si on lie par la 
|)«*nsée les Sommets du Béseau à chacun de ces axes, par exemple, au moyen 
de normales abaissées sur ces axes, de manière à figurer deux Réseaux 
égaux, superposés Sommet sur .Sommet, et si l’un de ces systèmes est sup- 
post* mobile, il faudra, pour que les axes soient de même espèce, «pie l’on 
puisse;, par des mouvements convenables du Réseau mobile, faire coïncider 
en même temps l’axe mobile avec l’axe fixe, les Sommets mobiles avec les 
.‘sommets fîx<*s. 

Deux axes de symétrie sont d’«»pèces différentes lorsque la configuration 
du Réseau n’i'St pas la même autour «le chacun d’eux. 


Digitized by Google 



SUR LKS SYSlkMKS DK l'OlXTS DISTRIBI ÉS RECl I.IÈHKMKNT. 

Théorèmk X. — A tout axe de xymétrie ne contenant aucun Sommet 
ilu Réseau, correspondent d’autres axes parallèles et passant par des Som- 
mets; le triangle principal est alors rectangle. 

Soit GH un tel axe de symétrie (fig- fi) : soient A un Sommet, et A' le 
Sommet homologue de A, sur une ligne normale à («H. Joignons A, A', et 
elioisissons sur la Rangée AA' les deux Sommets les plus rapproeliés de l'axe 
GH, l’un d’un côté et l’autre de l’autre Supposons i|ue les Sommets A, 
A' satislassent à cette condition, et menons A R, A'R' parallèles à GH. 

Soit maintenant BB' la Rangée limitrophe de la Rangée AA' : son paia- 
mètre sera nécessairement égal à AA'; ses points d'intersection avec 
droites AB, A'B' s«‘ront des Sommets du Réseau; car, si un Sommet tomhail 
entre B et B', il serait à une distance de son homologue moindre que le 
paramètre AA', ce qui ne saurait être. Donc AB, A' B' seront des Rangées 
de paramètre .\B = A'B', et conjuguées avec AA', BB'. Ces Rangées sont 
évidemment des axes de symétrie. I,e triangle principal est alors .\'AB, 
ou A' B' B; il est rectangle. 

Corollaire. — On peut remplacer l’axe GH par les axes de symétrie AB, 
A'B' qui lui sont parallèles, ou par une Rangée quelconque parallèle à AB 
qui, elle aussi, sera évidemment un axe de symétrie. 

On dit alors que le Réseau possède un axe de symétrie parallèle à AB. ( )n 
doit entendre par là que toutes les Rangées parallèles à AB sont de tels 
axes. 

Après avoir trouvé un système d'axes de symétrie parallèles, et passant 
par des Sommets, on pourra se demander s’il n’existerait pas des axes }>aral- 
lèles aux précédents, et ne contenant aucun Sommet. Je désigne ces der- 
niers sous le nom d’axc.r intermédiaires : mais, comme, loisque de tels 
axes se rencontrent ils n’introduisent aucune notion nouvelle dans l'étude 
des Réseaux, je m'abstiendrai de les considérer, et je supposerai désor- 
mais que tout axe de symétrie passe par un Sommet. 

Théobéme XI. — Tout axe de symétrie passant pur un Sommet est une 
des Rangées du Réseau. 

Soit GOH [ fig, 7) l’axe passant par le Sommet O, et soit .A un autre Som- 
met en dehors de l’axe ; le point .A a son homologue en A', en vertu de la 
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symétrie dont jouit l’axe (îOil : mais, d'autre part, en vertu de la symétrie 
générale de tout Réseau, A' a un Sommet correspondant en A* de l'autre côté 
de ( ) par rdpjwrl à A'. Donc la droite A A* est une Rangée ; mais elle est |)aral- 
lele à GOll : floue (iOH est aussi une Rangée du Réseau. 

Théorème XII. — A tout eucc de symétrie correspond un second u.re de 
sYnuHrie (pii lui est perpendieuluire, et te coupe, sur un Sommet, 

Si l'on mène {Jig. 7 ) la droite K)R, passant par le Sommet O et normale 
à GOH, elle sera perpendiculaire sur le milieu de .\A": donc, à tout .Som- 
met A corres|)ond un autre Sommet A", rpii est .son liutnologue par rapport 
a lOK ; iloiic lOK est aussi un axe de symétrie du Réseau. 

Théorème \11I. — .4 tout u.re île symétrie correspondent une infinité 
d 'mitres (très de symétrie tpii lui sont parallèles et piusent par tous les 
Sommets du Itéseau. 

G'est un résultat des lois générales de la distrihution régulière des Sommets 
flans un Réseau f|uelconqiie. 

I,a symétrie du Réseau, suivant une direction déterminée, n'est jamais 
caractérisée par un axe unique, mais Rien par un système d’axes paral- 
lèles, formant un système complet de Rangées parallèles entre elles, emlinis- 
■.ant tous les .Sommets du Réseau. 

Théorème XIV. — Tout /iéseau pourvu d'un luce de symétrie a pour 
triangle principal un triangle rectangle ou un triangle isocèle. 

F.u effet, soit Ü.M/« (Jig, S) l’axe de symétrie j>assant par deux Sommets 
voisins O , ,M ; soit O'M' la droite sur laquelle est située la Rangée limitrophe 
de O.M. Le segment O'.M’, intercepté entre l«*s perpendiculaires 0<)', MM', 
doit contenir un des Sommets du Réseau. 

Soit donc X ce Sommet ayant son homologue en X'. Si l'on fait 

M'.N"= (fN =0'X', 

la droite MX* .sera égale et parallèle à OX': ainsi X" sera run des Sommets 
fit! Réseau (théorème I ). Or il ne peut exister deux Sommets distincts .X', X" 
entre O' et M'. Il faut donc (jue l’une des fieux choses suivantes ait lieu ; 
i" ou que l'on ait X'N"= O'M', auquel cas X tombe en O' et X* en M'; 
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a" ou que l’on ait NN" = o. Dans le |»remier cas, le triangle principal sera 
O'OM ou OMM', c'est-à-dire rectangle. Dans le second cas, N coïncide 
avec le inilien P de O'M'; le triangle OPM est isocèle, et, de plus, si 
PO.M > 45 degjrés, il est le triangle principal du Réseau; mais si l’on a 
PO^I < 4 '> degrés, l*' étant le Sommet homologue du Sommet P, le tri- 
angle POP' sera le triangle principal (théorème VI); il sera pareillement 
i.socèle. 

Corollaire I. — Tout Réseau dont le triangle principal est scalène est 
asvmétriqne. 

Corollaire U. — Tout Réseau symétrique a pour parallélogi-ainme géné- 
rateur un rectangle ou un rhomhc : le rectangle OO'M'.M (Ji{f. 8 ), si le 
triangle principal est <K)'M; le rhomhe OPMP', si le triangle principal est 
OPP' ou OPM. 

I’héorème XV. — Itéeiprot/i/eiaent, si le triaagle prinripal est rerlaaglr, 
le Itéseau possède deux axes de symétrie parallèles aux petits eûtes du 
triangle; si le triangle principal est isorèle, le liésean possède deux a.^■e^ 
de symétrie, l’an parallèle et l’antre pcrpendicnlaire à la base. 

I,c Réseau à maille rectaiigulaiie a pour axes les côtés du rectangle; il 
existe, dans ce cas, dt's axes de symétrie intermédiaires, parallèles aux 
pixH’édents, et passant pur les centres des rectangles générateurs. la* Réseau 
à maille rhoml)e a pour axes les diagonales du rhonibe. 

Dé-Jinition. — Centrer nu liésean, rentrer les mailles d’ un liésean, c'est 
ajouter de nouveaux Sommets au centre de ehaeun des parallélogrammes 
générateurs du Réseau. 

’I’hÉobème XVI. — Si l'un centre tous les rectangles d un liésean à maille 
reclangulttu'e, on Jbrme un liésean à maille rhomhe; si l'on centre tons 
les rliomhes d un liésean à maille rhomhe, le liésean devient rectangu- 
laire. 

Cette proposition est évidente; il iinjjorte de remarquer que ces ehan- 
gements n’altèrent pas les axes de symétrie <hi système. 

Théorème XVII. — Ixs memes systèmes de Hungées se rencontrent dans 
le Hé.sean à rliomhes centrés et dans le lié.vean à rhomhes non centrés; 
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// en est fie meme inmr les liésewt.r ù mailles rrctani'ulaires cenlrres 
on non rentrées. 

Soit ahr..., AlK;... (Ji^. ;)| un Reseaii rIiombi(|ue ù maille An Ho', et 
eoiisidéroiis le système des Rangées parallèles à l’iiiie des diagonales du 
rliomlie, par exemple à AU. Si l’on prend eette diagonale pour axe des a , 
une queleonque des Rangées parallèles à cet axe sera earaetérisi'e par 
l'éijuation numérique 

r = «, 

où n est un nombre entier quelcompie. 

I,e Réseau rhombiqtie se eliange dans le Reseau rectangulaire a maille 
ARA'R', si l'on supprime toutes les Rangées repré-sentées par l'équation 

.>• = -ij -t- ' . 

/ étant un nombre entier queleonque. Cette suppression lait disparaitre 
tous les Sommets à ordonnée numérique impaire. 

La Rangée qui rémiit deux Sommets à ordonnées paires a / et a j' existe 
évidemment, et dans le Ré.seau primitif et dans le Réseau dédoublé. Si l’on 
joint un Sommet à ordonnée paire a j avec nn Sommet à ordonnée a y ' — i , 
la Rangée ainsi obtenue, prolongée au delà de ce dernier Sommet il'une 
quantité égale à l’intervalle des deux Sommets donnés, aboutira à un 
troisième Sommet ayant une ordonnée égale à 4 y*-H 2 — > paire par con- 

séquent; cette Rangée appartiendra donc au Réseau dédoublé, mais son 
paramètre y .sera deux fois plus grand que dans le Réseau primitif. 

Kniin, si l’on réunit deux Sommets d’ordonnées impaires 2y-> i et 
uy'-t- I, la Rangée ainsi obtenue n'existe pas, il est vrai, flans le Réseau 
di'-doublé; mais, si on lui mène une parallèle |)ar le Sommet servant d’ori- 
gine, l'extrémité du paramètre aboutira à un Sommet ayant pour ordonnée 
=fc (2 y' — 2y), et qui fait partie des Rangées du Réseau dédoublé. 

Donc le dédoublement du Réseau n’a fait disparaitre aueiin système de 
Uangées. 

Ou prouverait de même que si, dans le Réseau à maille reetangulaire 
n' \h',V {fig. 10), on supprime, dans le système des Rangées parallèles aux 
iliagonales ab\ .AU, tontes les Rangées d’ordre impair, telles (pie abr, 
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a' h' c' d ' le Réseau à inuille rlioinbe ARA' H', provenant de cette 
soustraction, offrira les mêmes systèmes de Rangées (|ue le Réseau priiiiitil. 
sauf des altérations nécessaires dans les paramètres de ces Rangées, ou dan> 
les intervalles qui les séparent. 

'I’héorème XVIII. — Si le triani'le pnnci/jnl d’un Héseuu est à la /ois 
l ertanffle et isocèle, le Réseau aura (juatre systèmes d'a ces : deujr systèmes, 
rectanf^ulaires entre eux et de meme espèce, auront pour paramètres tes 
cotés du carré générateur; deux autres systèmes d'une autre espèce ipn 
les précédents seront pareillement rectangulaires entre eux; ils auront 
pour paramètres les diagonales du carré générateur et couperont les a ces 
précédents sous des angles de degrés. 

(i’t!st une conséquence évidente du théorème XV. 

Théorème XIX. — Si le triangle principal est éiptiiatéral, le Réseau 
possédera sûr systèmes d’axes : trois systèmes d’une première espèce seront 
tlirigés suivant les côtés du triangle principal ; trois autres systèmes pareils 
entre eu.r, mais d’une autre espèce rpte les précédents, seront perpendi- 
culaires au.v côtés du triangle principal. 

C’est encore une conséquence du théorème X \ . I<a Jig. 1 1 représente 
la dls|)Osition des axes; les lignes pleines correspontlent aux axes de la 
première espèce; les lignes pointillées aux axes de la deuxième espèce. 

Classification des Ré.feau.r symétrùpies. 

Au point de vue de leur symétrie, ou peut distinguer quatre classes 
distinctes de R(«îeaux : 

l’remière cJas.se. — Rt-seaux à six axes de symétrie, trois d’une espèce et 
trois d’une autre espèce. Cette classe n'oifre qu'tin .seul mode ; le Réseau à 
maille triéqiiiangle ayant [>our parallélogramme générateur uu rhomhe à 
angles de (>o et lao degrés (wres tliéf)rème XIX). 

Deuxième classe. — Réseaux à ipiatre axes de symétrie, deux <Tunc 
espèce et deux d’une autre espèce. Cette clas.se n’offre qu'un seul mode; le 
R«è;eau à maille carrée (voyez théorème XVIll). 

Troisième clas.se. — Réseaux à deux axes de syittétrie. Cette classe ollic 
lieux modes distincts ; le Réseau à maille rhomhe, ou rectangle centrée: le 
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Iti'sean ii maille rectangulaire, ou rlionibe centrée (théorèineji X\ et W 1). 
I,es (leux axes sont rectangulaires entre eux et d’espèces dillérentes. 

tjnali iènie clause. — Réseaux asyniciriques ; la maille est un parallélo- 
gramme à côtés inégaux, et dont les angles diffèrent de <(o degrés. 

Dt's Hangt-ex tie meme espèce flans les /{éseati.r symétritpies. 

néjinilwn. — .Nous supposerons, comme à la page aG, que, dans le Réseau 
donné, existent deux Réseaux égaux, snperpos<fs Sommets sur Sommets, de 
manière à figurer un Réseau uni(|ue. l^'un des deux R('-seaux sera considéré 
comme invariable de position; mais l’autre pourra se mouvoir tout d’une 
pièce, soit par translation, soit par rotatioti. 

(ieci posé, si, étant donnée une Rangée du Réseau mobile coïncidant avec 
la Rangée fixe abc... avant tout déplacement, on peut, par des mouvements 
convenables du Réseau mobile, faire coincldcr cette Rangée avec la Rangée 
fixe ABC..., la coïncidence des deux Réseaux, Sommets à Sommets, ayant 
lieu simultanément, on dira <jue les Rangées abc... et AB(^... sont de meme 
espèce. 

Thiîokème -\\. — Deux Rangées parallèles peuvent toujours e'tre consi- 
dérées comme étant de meme espèce. 

(<ar, en donnant au Réseau mobile un mouvement convenable de tnins- 
lation, sans rotation, on pourra toujours amener la coïncidence désirée. 

Théorème XXI. — Deux Rangées sont de meme espèce, si elles ont le 
meme paramètre, et si sur ces paramètres, comme bases, on peut construire 
deux triangles élémentaires égaux entre eux. 

On peut toujours, par simple translation, faire coïncider un Sommet de la 
Rangée mobile avec un Sommet de la Rangée fixe. Soit donc O (Jig. i a) le 
Sommet commun; soit OA la Rangée mobile sur le paramètre OA de lacjuelle 
on a contruit le triangle élémentaire OAn; soit OA' la Rangée fixe sur le pa- 
ramètre OA' de laquelle on a constmit le triangle élémentaire OA'a'. On a, 
par bypoth(-se, OA = O.A'. Il est permis de supposer que l’on a Oa = On'; 
car, si l’on avait On'= « A, run des triangles élémentaires pourrait être 
c'onstruit du côté opposé du paramètre qui lui sert de base, et la relation 
Ort = Oa' serait alors satisfaite. 
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Si maintenant nous faisons tourner le llésean mobile, d'une quantité angu- 
laire égale à \O.V, autour d'un axe de rotation passant [>ar O et normal au 
[)lan du Réseau, les deux triangles éléntentaires coincideront, et la superpo- 
sition des deux Réseaux sera complète. 

Dans le cas où les deux triangles élémentaires seraient inversement dis- 
posés, comme le sont 0« A et On." A", on ne pourrait obtenir la colncidenir 
par rotation autour de la normale au plan; mais, alors, on y parviendra eu 
faisant tourner le Réseau mobile de i8o degrés autour de la droite 00', 
bis.sectrice de l'angle .AOA'". Donc, dans ce cas encore, les tieux Rangées 
seront de meme espèce. 

ScoUe. — La bissectrice de l'angle formé par deux Rangées à triangles 
élémentaires égaux , mais inversement disposés , est un axe de symétrie du 
Réseau. 

Drjinition. — Les Rangées 0.\, 0.\' {fig. i 2 ), dont les triangles élémen- 
taires peuvent être amenés à coïncidence par rotation autour de la nor- 
male passant par O, seront dites dircctcmcnl semblables. Les Rangées 0;V, 
< )A", dont les triangles élémentaires sont inversement disposés, seront 
dites im-ersement semblables. 

I.orsque les deux triangles élémentaires, construits sur les paramètres 
comme bases, sont isocèles, les Rangées sont en même temps directement 
semblables et inversement semblables. 

'l’iiÉoRÈME XX.11. — Deux Rangées homologues pur rapport à l'un des 
a.ves de symétrie du Réseau sont de meme espèce et ineer.sement semblables. 

I.a similitude inverse est alors un résultat de la .symétrie. 

TnÉonÈME XXIIi. — S'il existe dcu.v ou plusieurs Rangées de meme 
espèce, et directement semblables, partant d'un même Sommet, le système 
complet de ces Rangées divise en parties égales l'espace enviionnant ce 
.Sommet. 

Parmi les Rangées directement semblables i» OA {Jig. 12 ), il est permis 
de considérer celle qui fait avec OA l'angle minimum. Soit 0.\' cette Ran- 
gée. -Faisons tourner le Réseau mobile autour de la normale passant par 
O, jusqu'à ce que la Rangée mobile OA vienne coïncider avec la Rangée 
fixe (.)A'. Dans ce mouvement, la Rangée mobile OA' arrivera en OA", qui 
XXXttf Cahier. 5 
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(liîvni èlrt* l’inu- tU’s lliinji;ces du Réseau fixe, et l’on trouvera ainsi 


A'0\“'= AOA'. 


l ne rotation angulaire de inènie amplitiule que la précédente, et dans le 
même sens, amènera la Rangée mobile OA en OA"; en continuant de la sorte, 
OA finira par coïncider avecOx, prolongement de OA, après une rotation 
totale de i8o degrés. Tontes les Rangées OA, OA', OA",..., ainsi obtenues, 
seront directement semblables, et si l’on désigne par r/ le nombre total de 
ces Rangées, on aura 

AOA'=— • 


<! 


'rHÉORÈMF. WIV. — Le nombre total des Rangées de meme, espère et 
direetement semblables dans un Réseau ne peut etre supérieur à trois. 

Soit (j le nombre total des Rangées directement semblables; soit O 
{Jig.13) leur Sommet commun, et soit ÜM le pannnètre miniimnn dn 


igyO 

Réseau. Faites tourner OM autour de O d’un angle égal à — - : on sait 


(théorème précédent) que, dans ce mouvement, le Réseau mobile revient 
coïncider avec le Réseau fixe. 

Soit donc .MOM'= ; ,M' sera l’un des Sommets dn Réseau. Décrive/ 

1 

un cercle de centre O et de rayon OM , et faites arc M*M'= arc M'M , 
arc M"' M"= arc M" M', etc. : les points .M, M', .M* appartiendront tous au 
Réseau, cl les cordes MM', M'M" seront les cotés d'un polygone régulier 
inscrit, à nombre de côtés égal à 2 iy. 

Ce polygone ne [leut être qu’un carré ou un hexagone. Kii effet, ache- 
\ ons le losange MM'.M"///: on aura évidemment angle M' M/w = angle .M'OM; 
ainsi les triangles 'M'O.M, .M'.Mm seront isocèles et semblables, et l’on aura 


M'w = 


M'.\I 

Ü.M 


Donc, si .M'M < O.M, on aura, « fortiori, M'//i < OM ; m étant un Sommet 
du Réseau, OM ne serait plus le paramètre uiiniinuin. Or, pour tout poly- 
gone régulier inscrit d’un nombre de côtés supérieur à six, le côté est infé- 
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rieur au rayon. Donc le polygone MM'.M*'... sera un carré ou un hexa- 
gone, et le nombre c/ sera égal à a ou à 3. Si y = a, le Réseau sera à maille 
carrée; si </= 3, le Réseau sera à maille triéqiiiangle. 

(’oroUaire. — L’angle fomié par deux Rangées directcmeiil semblables 
ne peut être égal qu’à Go ou à <|0 degrés. 

’l’HÉonEME XXV’. — // ne fient )• avoir de /langées de inehie esfièce, et 
directement semblables , tjue dans les Itésean.v à nndl/e carrée ou tri- 
étfuiangle. 

Ce théorème est une consé<|uence du corollaire jirécédent. Les deux sui- 
vants, qui n’exigent aucune démonstration, en sont les réciprorpies. 

Théorème XXVT. — Dans tout liéseau à maille carrée, tournant dans 
son plan autour d'un de ses Sommets, le lieu des Sommets redevient le meme 
a c/iaejue fjuart de tour, et à tout système de /langées correspond un autre 
système de /langées de meme espèce et directement semblables, (pii lui est 
ocrpendiculairc . 

Théorème XXV'II. — Dans tout Réseau à maille triéifuiangle, tournant 
autour d’un de ses Sommets, le lieu des Sommets redevient le meme à cluufue 
sixième de tour, et à tout système de Rangées correspondent deux autres 
systèmes de Rangées de meme espèce et directement sembltddes, inclinés de 
Go degrés sur le système donné. 

Déjinitinns . — Lorsqu’un Réseau, touriiaul autour d’uiu' droite normale 
a son plan, recouvre les positions <lc ses Sommets à chaque rpiart de tour, 
eette droite sera dite un axe de symétrie (fuatcrimire du Réseau. Lorsque 
le lieu des Sommets redevient le même à charpie sixième de tour, l'axe de 
rotation est un axe de symétrie scnairc. Ces axes, lorsqu’ils existent, consti- 
tuent un système de droites parallèles passant par chaque Sommet. 

fai symétrie rpiaternaire caractérise le Réseau à maille carrée; la symétrie 
sénaire, le Réseau à maille triéquiangle. 

Les ^g. i4, i5 et iG représentent le mode de disposition ries Rangées 
de même espèce (soit directement, soit inversement semblables), autour d’un 
même Sommet O, pour ces diverses classes de Réseaux. I.es lignes pleines 
sont les axes de symétrie; les traits de longueur inégale indiipieut les axes 
de difTérentes espèces; les lignes pointillées sont les Rangées dont l’espèce 

5 . 
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fst la iiièiiif <|iie celle (i'tme Uangée de paramètre donné. I.a jlg. i '( se rap- 
porte atix Héseanx <le la première classe, à maille triéquiangle ; la Ji^. l'i, 
iinx Hcseanx de la deuxième classe, ou à maille carrée; la aux 

Késeanx de la troisième classe, à maiile rliomhe on rectangulaire. 

Tiiéoiikme XXVHf. — Il /IC peut y iivini- i/e Hani'ées de nwnic espèce et 
de directions differentes dans un Hcseau asmictri/pic. 

(iela est évident pour les Rangées inversement semblables (vqre- le corol- 
laire du tlicorème XXI). Cela n’est pas moins évident pour des Rangées 
directement semblables, en vertu du tliéorèmc XXV'. 

ruÉoiiÈMK .XXIX. — Deux u.res de sy/nctrie de meme espece sont des ,< 
Rangées de meme espèce pour le Resenu. 

Ces axes sont des Rangées du Réseau (théorèmes X et .XI), et puisrpie 
la coïncidence de deux tels axes entraine celle du Réseau fixe avec le Réseau 
mobile, ces Rangées sont de même espèce (d)>iinition de la page 3u). 

Définition. — On peut définir angles de meme espèce dans un Réseau 
deux angles égaux compris entre des Rangées de même espèce deux à deux. 


IV. — Rks .Vsse.mbi.aoes kx c.éxébai,. 


Xons considiM'crons l'.Vsseniblage de la fig. i , dont le Sommet O est pris 
pour origine des coordonnées, et tpii est construit au moyen des trois Ran- 
gées OA.V'.V"..., ÜRR'R"..., ODD'D" Nous désignerons par <j, h, d les 

paramètres de ces Rangées, savoir. 


(•a8) 


O.V = rt, OB = b, OI) = d'. 


Ç. ti, ^seront les coordonnées linéaires des points de l'espace rapportés aux 
axes obliques 0.\, Oli, ()D; m, n, p représenteront des coordonnées 
numériques de Sommets définis; .r, y, z seront des coordonnées numé- 
riques mobiles, appartenant à des Sommets indéterminés, de sorte (|ue l’on 
aura, suivant les cas, 

t^q) i = l=:n, ^ = p, 


(■3o) 



,1 
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■i; 

On remarquera que l’Assemblage entier peut être considéré comme une 
siirfaceà nappes distinctes et fermées, venant s’évanouir chacune en un <le> 
Sommets de l'Assemblage. 

I /équation de cette surface peut s’écrire sous la forme 
sin’ - -TT -+- sin’ 'Itt sin’ -, rr = o. 

a II d 


PnoBi.ÈME XIV. — Trouver réijuul ion tl'utie Hun(^('e pasxnnt par Tort- 
piue et par un Sommet donné T ( lig. ao). 

Soient wi, n, p les coordonnées numériques de T; ré(|uation de OT eu 
coordonnées linéaires et courantes sera 


J-== = X- 

ma "nh ptV 


en coordonnées numériques, on aura 


Si m, «, P avaient un plus grand commun diviseur l), le Sommet 
(fî’ R’ r) appartiendrait à la Rangée fVl’, et serait, parmi tous les Som- 
mets de la Rangée, le plus rapproché du Sommet O. Si /«, «, p n ont 
d'autre diviseur commun que l’unité, OT est le paramétre de la Rangée. 

.le supposerai, dorénavant, que les Sommets «pie nous aurons l'occasion 
de joindre par une droite avec l’origine satisfont à cette condition, que leurs 
trois coordonnées numériques n’aient d’autre <liviseur commun que l’unité. 

Notation. — \ia Rangée allant de l’origine au Sommet [m, n,p), m, n 
et p n’ayant aucun diviseur commun, sera désignée, dorénavant, par le 
symbole mnp. 

Théorème XXX. — Soient T, T' dcu.r Sommet.^ d’un Nssemfdaffe 
(lig. 20 ); si, par un troisième Sommet O, on mène la droite 0< égale et 
parallèle à TT', l’extrémité de cette droite sera un fpwtrième Sommet de 
T Assemblage. 

Ce théorème se démontrerait comme le théorème 1. 
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Problème X\'. — Trouver l’éfjuation ((ciu'ra/e des /{fui^^es pnra/lèfri 
ti In Rangée O T ((ig. 20), dont le symbole est niiij). 

Soient ni', n , p' les coordonnées d’iin second Soinniet 'F' (iris arliilraire- 
incnt ; la Rangée menée par ce Sommet, parallèlement à O'I', aura pour 
ei|uation, en coordonnées niimérii|ues. 


Problème X \ I. — Trouver le paramètre de la Rangée C)'l' et de ses 
parallèles (lig. 20). 

Soient a, fi, i les angles que forment entre eux les trois denii-axt*s des 
coordonnées positives sur le plan des )•;, sur le plan des ,rs et sur le plan 
lies .t j. 

Convenons de désigner par Pmnp le (lararnètre de la Rangée 01 ' allant 
de l’origine au Sommet(//i, n, p) : on aura, jiar une formule connue, pour la 
valeur du carré de ce paramètre, 


(Ti) 


I P'ninp = nda' •- tdld -i- p‘d‘ 

I + 2 ninab cos S -+- •intpad c«)s fi -i- 2 nphd cos a. 


On pourrait, dans cette formule, remplacer a par Pioo, b jwr Poio, 
d par P 00 1 . 

Problème X\ II. — Trouver l’eipialion du plan rétieulaire passant par 
r origine O et par les deu.r Sommets T et T' (lig. 20). 

I,es formules de la Géométrie analyti(|ue donnent 

^(nbpd' — pdn'b)-+- n{pdm'a — ma p'd) -h !^{nian' h — nbrn'a) = o; 


et, divisant par abd, 

( > 4 ) — pit) y{pf‘> — '^‘P) + :{mn' — nm’) = o. 

Soit maintenant D le plus grand commun diviseur des binômes np ' — pn', 
pni ' — mp', rnn ' — nin' : posons 


( 35 ) 


Hf> — pn 


pm’ — pm 
b' U 


b. 


nm — mit 


= b: 
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il viendra 

(3G) ".r -h A.) -t- = O. 

dotation, (Ujinùion. — Nous adopterons la notation syinl)olii|ue (^AA) 
pour représenter l’enseinlile des plans réticulaires [Kirallèles au planOTT' : 
les nombres entiers A, A, positifs ou négatifs, seront les carartcrislujttn 
de ce système de plans réticulaires par rapport aux axes <Ies x-, des i 
et des 3 . Dans le cas où ce symbole {gfik) ofiVirait de rambigiiité, on 
le remplacerait par (g^. A, A). Si rnne des trois ixinictéristiqiies, A [lar 
exemple, prenait le signe — , on le placerait au-dessus de cette caractéris- 
tique, ce ipii changerait (gAA) en (gAA). 

De CCS conventions il ri^ulte que le symiiole ilii plan des .i;> sera (ooi). 
celui du plan des .r: (oio), celui du [ilaii des yz (loo). 

Théorème XXXI. — La trace d'un plan réticulaire (pielcontpic pas- 
sant par l’origine, tel (pie OTT' ( fig. ao), sur l'un des trois plans coor- 
dmmés, est une /langée commune au.c fléscaujc de. ces deu.r plans. 

f.es équations de cette trace sur le plan des .r)' sont 
Z — a, gx hy = o. 

La seconde de ces équations est satisfaite par .r = g, _)■ = — A : donc 
cette trace est une Rangée. Si g et A ne sont pas premiers entre eux, il 
existe d’autres Sommets entre l’origine et le point x = A, _v = — g. Soit, 
en général, D le plus grand commun diviseur de g, A; la trace du plan 

("AA) sur le plan des xy sera une Rangée de symbole 

CorollaiKc /. — L’intersection de deux plans réticulaires <(uelconqnes 
sera une Rangée comiiuine aux Réseaux des deux plans, pourvu qu’elle 
contienne un Sommet ; car l’on peut toujours prendre run des deux plans 
pour plan des .r>' (problème I), et le Sommet commun pour origine. 

Corollaire II. — Si cette intei-section ne passe par aucun des Sommets de 
l’Assemblage, elle est du moins parallèle à un certain système de Rangées. 
Pour obtenir ces dernières, on mènera par un Sommet arbitrairement choisi 
deux plans réticulaires parallèles aux plans donnés; leur intersection fera 
connaître une des Rangées de ce système. 
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I’bobi.èmk XV7II. — Trouver l’erjiiation générale des plans réticulaires 
parallèles nu plan OT'I" (fig. ao), et dont le syndtole est (ghk). 

l’iir le Sommet {»/", iT,p") menons un plan parallèle à OT'I"; son 
■■(iiiation sera 

g.r -+ A v H- kz — gni" -t- lin” kp", 
ou 

( J7) g‘V 4 liy 4 - kz =C, 

en désignant le dernier membre par (i ; C est nécessairement un nombre 
entier, (iette équation, aussi générale (|ue possible, embrasse tout le 
système des plans rélieulaires parallèles à O I T. 

Pbobi.kmk X I X . — 'Trouver l’éipiation des plans réticulaires limitrophes 
du plan OTT' {fig- ao). , 

On sait, par la théorie des fractions continues, que si g. A, k n’ont 
d’autre diviseur commun i(ue l’unité, il sera toujours possible de satisfaire 
a la double équation 

( 3d) g.r •+• In kz = ± 1 , 

pai- des valeurs entières de ,v, y, z. 

F,cs deux plans réticulaires fournis par cette équation sont les limi- 
tro[)hes du plan OTT'; car, pour tout autre plan dont l’équation serait 
g.r Il y 4- Az = (i, 

les intersections avec les axes des .r, des >• et des z auraient lieu à des 
distances de l’origine plus considérables que pour les plans de l’écpia- 
tion (38). 

( )n pourrait aussi démontrer ce théorème sans recourir à la théorie des 
fractions continues. 

l’noBLF.MF. XX. — üans un système de plans rélicuUtires dont la 
notation syndmlirjue est (ghk), on demande iptel nombre de strates de ce 
système est compris entre le Sommet à coordoiuiées .M , iN , P cf le Sommet 
à coordonnées M', N', P'. 

t'.oncevous f|ue le plan réticulaire 

gx -t- hy kz = 1 

reçoive funité pour numéro tl'ordie, que le plan suivant reçoive le 
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il 

n” a, etc.; le |)laii 

^.r -t- //y-t- fiz = C 

aura le numéro d'ordre C. 

Soient maintenant C et les numéros d'ordre des plans rétictdaires 
passant par les Sommets (M, M, P) et (.M', N', P') : on aura 

C=gM-y/y\ -^/P, t;'=^^MV/;N'-H/P'. 

\itisi le nombre des strates interceptées entre les deux Sommets donnes 
aura pour valeur, au sifçne près, 

g (M _ M') /, (N _ V) (P _ P'). 

l’iiOBt.ÈME XXI. — Trouver la co/ulitio/i pour tfu'uu plan rrtùului/r 
de symholr {gh/i), pajisunt par Vurigùw, soit conjugué à une liangée altoni 
de l'origine au Sommet (m" , n" , p"). 

Il faut évidemment que le Sommet {m” n", p") soit situé sur l'un des 
deux plans réticulaires limitrophes du plan 

gx -y hy -y- kz = O. 

Ainsi la condition cherchée .sr-ra 

( '^g ) gm" -4- lin"-+- kp" — ±\ . 

Si le plan {gkk) contient les Sommets (w, n, p), (/«', n',pj, comme cela 
a été supposé ei-dessus (problème XVII), et si l’on remplace, dans l'écpia- 
tion (3g), g, h et k par leurs valeurs tirées des équations (3.3), la condition 
cherchée deviendra 

( 4 o) /«*' (np' — pn') -t- n" (pni — mp') -r- p" {mn' — nm') = ± f). 

Da)is cette formule, 1 > est le plus ^rand commun divi.smir des binômes 
np' — pu', pni — pni ' 1 mn — nm'. 

Théobème XXXII. — Si trois liangées, partant d’un meme Sommet, 
sont conjuguées dans l’espace, deux d entre elles seront conjuguées, l une 
par rapport a l'autre, sur leur plan de. jonction. 

Cette proposition résulte évidemment de la définition des Hanpéo 
<-onjuguées (pa^^e 7 ). 

X.XXIir Cahier. C 
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I^e iMi'ullélipipède construit sur les paramètres de ces trois Rangées est 
un des parallélipipèdes générateurs de l’Assemblage : les trois faces qui s'as- 
semblent à l'nrigim; Ibnnent trois [ilans conjugues ayant [>our plans limi- 
trophes les trois autres faces. 

Théohême XXXIII. — Si l’un reni/tUirc le système des trois liangées 
ronjnguêes OA, OH, Ol) (lig. ty) par le système des trois Rangées conju- 
guées OA', OH, Ol), le volume du parallélipipède ne sera pas altéré par ce 
changement . 

F.n effet, la droite AA' sera située dans un plan parallèle au plan HOl); 
ainsi, les j>arallélipipèdes générateurs, dans les deux systèmes «l’axes, auront 
la même base OHH'I), et leurs hauteurs seront égales. 

'I'héorèmf. XXXIV. — Si l’on substitue au système des trois Ra/igées 
ronjuguéesOX, ( )H, OI)(fig. i 7 ), le système ( )A, OH', 01)' , les Rangées ( )H' 
et Ol)' étant conjuguées l'une de l’ autre sur le plan HOl), le vtdumc du 
parallélipipède générateur restera le me'mv après ce c/uingement. 

Car les bases parallélogrammi(]ues de ces parallélipipèdes ont même sur- 
lace sur le plan OBD (théorème III) ; les hauteurs sont les mêmes ; donc les 
volumes sont égaux. 

Théorème XXXV. — Le paralléUpipède générateur d’un j4ssemblage a 
toujours le meme volume, quel que soit le système de Rangées conjuguées 
dont il dérive. 

Soient O.r, Or, Oz (Jig. tS) les trois paramètres qui ont servi à construire 
les Sommets de r.A.ssemblage ; soit Q le volume du parallélipipède construit 
sur ces trois paramètres; soient OA, OR, OD les trois Rangées conjuguée.s 
((ui nous sont données, et Si' le volume du parallélipipède générateur corres- 
pondant. 

Soit maintenant O.A' la trace du plan AOB sur le plan des xy ; cette trace est 
l'une des Rangées du Réseau du plan AOB (théorème XXXI). Soit donc OH' 
l'une de ses conjuguées, dans le même plan. On pourra, en vertu du théo- 
rème XXXIV, remplacer le système de Rangées (f).A, OB, OD) par le système 
(OA', OB', OD), sans altérer le volume il' du parallélipipède générateur. 

Soit, de meme, OD' la Rangée, trace du plan OH'D sur le plan des xy, 
et soit OH" une Rangée conjuguée de OD' dans le plan OH'D. On pourra 
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substituer au système ^OA', OH', OD) le système (OA', Ol)', t)H"), sans 
altérer le volume ij' tlu parallélipipècie j'éiiérateur. 

Ori peut, enfin, remplacer (OA', Ol)', OB") par (Oj’, dy, OH"), piiis(|ne 
O.r et Ov sont deux Rangées conjuguées du plan AO'D', ipii coïncide avec 
le plan des j:>-, l.e volume du parallélipi|>ède générateur restera égal à u'. 

Si l’on compare ce dernier parallclipipède au parallélipipède construit 
sur O.r, O)', t);, on aura, en vertu du tliéorème XXXIIl, 

12 '= 12 . 

Pcu.ru’me démonslratûi/i. — Xous conviendrons de nommer ilensitr <h‘ 
r .Issemhlage le nombre des Sommets coritemis dans l’unité de volume, les 
dimensions de cette unité de volume étant supjiosi'-es, tontes les trois, 
extrêmement grandes comparativement aux paramètr»*s des Rangées ipie l’on 
considère. 

(Wi [Kisé, soient {fig. iR) 

OA = «', OH = //, OD = f/', 
angle AOB = S' , inclinaison de Ol) sur le plan AI )H = t'. 

t)n aura, par une formule connue, 

12' = a h' <!' sin i' .sin t'. 

Prenons, sur les droites OA, OH, OU prolongées, des longueurs *, i, <7 
très-grandes relativement à a , b', fi', de manière fjue le parallélipipède 
construit sur «, i, «r soit égal à l’unité de volume, et qu’ainsi l'on ait 

X.I7 sin y sin t' = i . 

Fa- nombre des Sommets contenus dans ce parallélipipède se calculera 
comme le nombre des boulets d'une pile à faces rectangulaires, et sera égal à 



< In aura donc, p étant ve nombre, toujours très-grand, 

Kio KI5 »in <)' sin t' i 

^ a' h' d' sin J' sin T ' SI' 

6 . 
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Or le nombre f, ijiii mesure la densité de l’Assemblafçe, doit rester eonstant, 
(juel (jue soit le système d’axes conjugués que l'on ait adopté pour sa déter- 
niiiiatioii. 

Si donc l'oii pose 

( ).t = « , ( ) V ~ l>, ( )z — </, 
angle .rOv = S, inclinaison de Oz sui' .rOr — t, 

on aura 

( 'l I ) Si' = SJ = (i/iit sin S sin t. 

'l'HÉonkME XXWl. — H<k-ipro(juciiient , si le /jurnllélipipètle construit 
sur les partuuctrcs des /(a/if'ces OA, OB, Ol) (lig. i8) est égal en volume 
au purallélipipede générateur de 1' .■tssemblage, les trois Rangées seront 
eonjuguées. 

(ioneevons que dans l'inlérieur du parallélipipêde il existe un Sommet de 
I Assemblage, et nommons I* ce Sommet, elioisi de manière à être aussi 
rapproelié que possible du plan AOB ; le [larallélipipède construit sur OB, 
OA, OB serait égal à 11 (théorème précédent) ; doue le parallélipipêde l'on- 
struit sur Ol), OA, OB, (pii a même base sur le plan OAB et une hauteur 
plus grande aurait un volume plus grand que il, ce qui est contraire a 
l’hypothèse eonqirise «lans l'énoncé du théorème; tlone, etc. 

I’hobi.rme XXfl. — Trouver la condition pour ijur trois Rangées soient 
ron/nguées. 

S<iii-nt (nt, n, p), (ni', n , p'), (m" , n" , p") les coordonnées des trois Som- 
mets T, T', T" (Jig- 20 ). On suppose (|ue«/, /;, p n’oni pas d'autre divi- 
seur commun que l'unité, et qu’il en est de même jMuirw/, n' , p' , et poui- 
/«", n" , p" . On demande la condition pour (jue les Rangées OT, OT', OT", 
dont les symlioles sont nmp, m'n'p' , in"n"p", soient des Rangées eon- 
jiigiiées. 

Soient (0, », ^), (Ç', »', Ç'), (^", »*', Ç") les coordonnées linéaires des 
points T, T', T", dans le système d'axes conjugués 0.r, ()>■,();, ayant pour 
paramètres a, h, d. 

Ou démontre, dans les Traités de (iéométrie analytique, que le \olume 
d'un tétraèdre, ayant son sommet à l’origine, et les sommets de s;i base 
triangulaire aux points (?, ». a pour valeur. 
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an |»rrs. 

: (g^'r - ?r"" + «r r + «cr- C"'?''»- 

si le système d’axes est rectangulaire. 

■Mais, si les axes sont obliques, et si l’on a 

angle .rO_y= j, inelinaison de O: sur ,rC)v = T, 

ee volume doit être multiplié par sin<5 sinr. 

Donc, si l’on nomme Ij' le volume du parallélipipède cousiruil sur les 
paramètres ( OT' et OT", il celui dn parallélipip«‘dc générateur, rtii aura, 
au .signe près, 

11' = (niri'/i" — nif}'n" pin'ii” — iiiu'i)" iii>'iii" — pu' ni") iihil siii j sinr, 
ou encoiv, à cause de ré({uatiou (/|i), 

( I U ) ii — (///// f) — mp n H- pm n — nm p -h np m — p n m ) il. 

Si les Rangéi-s sont conjuguées, ou doit avoir il'— =11 (théorème \\\ \ ). 
Donc la condition cherchée sera 

( 1 i ) mn p — mp n h • pm n — nm p -t np m — pn m = ± i . 

Hceiproquemeut , si l’équation (4^) est satistiiite, on en eonclura il' = si, et 
les trois Rangées seront ccmjuguées (tliéoi’ème \.\XVI). 

I’kobi.èmk XXIII. — Troin' 1 'r la l■l>mlilinn pniir i/ur deu.v /{aiif'n w, iillani 
lie /’iirigim- an.i: points T, T' (lig. ao), soù-nf ronju^nrrs sur le plnn réti- 
enlnire tpti ronlient ces ilri/.i- linn^ées. 

Soient (m, n, p), (/«', n', p') les coordonnées de T et T', 1,’équalioii tlii 
plan O'r'r' sera donnée par la lormule (3(1), dans laquelle g. A, k ont des 
valeurs indiquées jiar les formules (3'>). D'équation des deux plans réticu- 
laires limitrophes de OTT'sera donnée (problème XIX) par 

i,'.e -+- liy -1- A; = ± 1 . 

.■\insi cette équation pourra s’écrire 

.1 (np' — pn'j -+- r(pm ' — '«//) -j- z(mn ' — nm') — ± D. 
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Soient niainteiiaiit (/«", />'') les eotn'doiinees d’nn Soininet T*' apjwrte- 

naiit à l'iiii de ees plans limitrophes; 01'" sera une Kan;;êe conjti};iiée avec 
le jilan < >TT', et l'on aum 

( 'j4) ///"(///;' — i>ii') -+- n" [ put ' — p" {iiin — nm')= ± I). 

Mais, si OT et <)T' sont déjà dtïs Rangées conjuguées l’nne à l'autre sur le 
plan < t'rr', OT, OT' et OT" seront trois Rangées conjuguées, et l’on aura, 
en vertu de la condition exprimée par(4'i), 

/// [np — pn ) 4 « ( prff — mp ) 4 - p — nm ) = dr i . 

De cette éipiation et de l'équation (44), on conclut I)= t . Kéciproqiiemenl, 
si D est égal à i, la condition (4'î) sera satisfaite, et les Rangées OT, OT' 
seront conjuguées entre elles sur leur plan de jonction (théorème XX\II). 

Donc, si /ip' — pn' , pin' — nip', et nin' — nni' n’ont d'autre diviseur 
eoimnuu que l’imité, les Rangées OT et OT' sont des Rangées conjuguées 
du Réseau du plan OT'I”, et la réciproque est également vraie. 

Théorf.mf. XXXVH. — Si{ni,n, p), (ni' , n' , p') .mnt les rtmrdiniini t 
nnniêrù/nes des Soniniels T' (lig. 20 ), le nonthre des bandes pnrallèles 
à OT o« à OT', el eontennes entre deux côtés opposés du parallélo^rannne 
ennstruit sur < )’!', O'F', sera égal au plus grand rommun diviseur des trois 
biniinies np' — pn', pin' — mp', mn' — nm'. 

Kn ell’et, soient ni", n" , p" les coordonnées d'nn Sommet T" apjiarte- 
iiant à un plan réticulaire limitrophe du plan f)T'I’'. On aura (équation 44) 

m"(np ' — pn') -t- n"{ pin'— mp') H- p" (mn ' — nm') — ± D. 

.Soit ti' le volume du parallélipipède construit sur les trois arêtes OT, OT’, 

< )T" ; la valeur de 12 ' sera donnée par ré((uation (.i'-*), qui se changera, dans le 
cas actuel , en 

12'=uD. 

Soient maintenant a l'aire du parallélogramme générateur du Réseau du 
plan O TT, ai' l’aire du parallélogramme construit sur OT et O T', enhn i 
l’épaisseur de la strate comprise entre T" et le plan OTT'; on aura 

12 = :iai, 12' = A®'. 
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Donc aussi 

( î 5) a>' = û»D. 

Or le rapport a> \ a devra évidemment être égal au nombre de liandes pa- 
rallèles soit à ()T, soit à OT', qui traversent le triangle OTT' : donc 1) 
repn-senti'ra ee nombre de bandes ; donc ce nombre sera le plus grand 
commun diviseur de nos trois binômes. 

ThÉobÈME XXX. VIII. — Dans un système ilf phuis réticulaires /jiiral/èles 
ayant pour symbole {ghk) et dont le parallcU>gramme générateur a pour 
surface a, le triangle intercepté par les ares conjugués dans le plan 

g.r 4- h y 4- X-j = I , 

a pour aire le (juotient de l'aire par le produit ghk des earacteris- 
ti(ptes, et faire du triangle intercepté par ces me'mes a.res dans le plan 

g.r 4- liy 4- X ; = ghk. 


a pour valeur le produit de ^ par gbk. 

Soient (»MK {fig. i<|) le plan 

gx + h y + X-5 =r I , 

et G' H' K' le plan 

gx 4- hy f- kz— ghk, 

de sorte qu’on ait, a, b, d étant les trois paramètres de O.r, Or, O:. 


!(X'.’=hka, = 

H<i) !oH'=gX7«, OH=J, 

|oK'=ff/«/, OK = '/, 

I 

aire G'H'K'; aire GHK :: (Xi ; (Mi g‘h‘D‘. i. 

Transportons l'origine des coordonnées en (V, les axes gardant leurs 
dii-ections. I,es coordonnées numériques {ni, n, p), («/, n' , p') des .Somiiiets 
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II' H K', pour wtte position des axes, s«?ront 

/« = — hk, n — ^k, P — O, 
m — — /(/■, n' = O, p' — : ; 

on en eoneliit 

np' — pu' — g’/ik, 
pm — mp' ■=■ gh' k, 
mn — nm' — ghk’’, 

et, I) étant le plus gnuid commun diviseur des trois binômes, 

D = ghk, 

attendu (|ue ", h, k sont des nombi'es premiers entre eux. 

Soit donc ai l'aire de la maille génératrice des Késeaux des plans (illK, 
ti'H'K.': on aura, en vertu du théorème \XXV1J et de rét|uation 

(.^ 7 ) a aire tri. (’/H'K' = ml) — g/ikee, 


ce qui démontre la d<Mixième partie du tliéorèine. Kt, comme on a, d'autre 
()art. 


aire tri. (»HK — 


.11 1 r I ri G'H'K' 


il en résulte 


■2 aire tri. (IMK = 


PnoBt.KMK XXIV. — Trouver l’aire du purullélogruuuuc générateur 
dans te système des plans réticulaires indiqués par le symhole (glik). 

■le nommerai a, (i, S {fig. ly) les angles sOj, rO.r et )0.r de l’angle 
trièdre O; m, », -s? les angles dièdres du même angle .solide, u étant l'angle 
dièdre dont O.c est l’arête, », « étant les angles dièdres dont (>r et O: sont 
les arêtes. Je nommerai S (ghk) l’aire ineonnuc du parallélogramme géné- 
lateiir des Réseaux des plans (ghk). Ceci posé, on aura, par une lormule 
i-onnue que j’emprunte à la Géométrie analytique à trois dimensions. 


( '»9) 


I (;HK’ = (Rio' -H GKO’ -h HKÔ’ — aGHO.GKO eus 
I — aGHO.HKücosv — atiKO.lIKOeos'ro. 
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Le plan (^HK étant le plan réticulaire qui a pour équation 

g.r -+- hy -H X: = I , 

on aura 

aire tri. GHO — iOG.Oll siiifT = i ^ sin S, 

« i g h ' 

aire tri. GKO — iOG.OK sin S = 4 - sin, ' 3 , 

J i i g k ' 

aire tri. HKO = 4OH . ÜK sin a = 4 | ^ *•" *■ 

Coti venons maintenant de représenter hd sin a par ip, 

ad sin [i par x > 

(J> sin S par 4 ; 

P sera l’aire de la maille du Réseau du plan des/i, soit S (100) ; 

X sera l’aire analogue pour le plan des X'z, soit S (010) ; 

4 sera l'aire analogue pour le plan des j:k, soit S(ooi|. 

On aura alors 

aire tri. GHO = 4 ’ 

a gh 

aire tri. GKO = 4 t ■■ 

’ S* 

aire tri. HKO = 4 jj.; 

mais, d’autre part, en vertu du tliéorème XXXVIII, 
aire tri. (ilIK = 4 

Donc, en substituant ces valeurs dans l’équation (ig)* *1 viendra 

— a g/l ipx ‘-■os — a gk p4 eosr — a/(X 4 ‘‘OS 

et c.ette équation fera connaître l’aire du parallélograniine générateur du plan 
réticulaire (g/ik), dès que l’on connaîtra les aires analogues pour les Réseau.x 
des trois plans coordonnés conjugués. 

Problème XXV . — Trouver l'épaisseur des streUes parallèles uu.v plans 
réticulaires dont le symbole est (g/tk). 

Soit toujours S(glik) l’aire tlu parallélogramme générateur du Réseau du 

XXXUf Cahier. 7 
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systi'nne {g/d). Soient A l'épaisseur des strates correspondantes, et 1» le 
volume du parallélipipède {’énci'ateur; on aura 
(••il) 11 = aS( ;,-■///■). 


(Conservons aux an;;les a, S, u, v, leurs si^^nifieations préi-édentes ; 
nous pourrons mettre l'équation (/fi) sous la forme 

(•ja.) 11 = ahfl 1 — eos’« — eos'j'î — cos’ è -*■ acos« eos'î cosi) . 


Tirons de rérjiiation (5o) la valeur de S’ iglih) pour la substituer dans 
l’équation {•‘ii) élevée au carré; nous aurons 


A’ = 


«’/<*//’( 1 — cos’a — ros*;S — cos*o J- 2<os» ro», 3 rosi) 


Kniin, si nous renipla«;ons <p, x, ^ l*ar leurs valeurs en a, h, d, a, fi, i, cette 
équation deviendra 


.33' 


rt* h' 


I — cfw — ros*^ — cos*‘o -f- 2 r«^a rott 6 ms^ 

^ 1 *^005 0 — a® . rosv~9 

r/* aU ttfi 


hk sin^sini} 


roN« 


On aurait pu arriver «lirectement à cette formule, en clierchant l’expres- 
sion analytique de la [)crpeudiculaire abaissée de l’origine sur le plan dont 
l'équation, en coordonnées linéaires, est 




Tiikoréme \\X1\. — L'intervalle moyen des Sommets d'un ^-Issem- 
hlage est ê^al à la racine culn'qiie du volume de son parallèlipipcde géné- 
rateur. 

r.onformément à la définition donruV par Poisson de Y intervalle moyeu 
{voyez page ai), nous nommerons intervalle moyen des Sommets d’un 
.■i.ssemhlage le côté d'un cube égal à l’unité de volume divisée par le 
nombre des Somm<-ts que renferme cette unité de volume. 

Soit K cet intervalle moyen; en nommant toujours f le nombre des 
Sommets, siippost- très-considérable, ipie contient l’unité de volume, on 
aura 


E’ = 


I 
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«l oti, à «iiisp de P = j^(wor<?ï(leu\ièiiie(U'iHonstratiün(lulliéorèiiieXXXV), 
ou eoiiduni 

(54) K- = u, 

lî étant le volume invariable du |iarallélipipède générateur de l'Assem- 
Nage. 

Problème XXVI. — Chauler les tixcs coorduimcs et cdfiriiuvr les 
nouvelles eoordomwes en foneüon des uneiennes, et réciprorfuenient . 

Soient (ni, n, />), (ni', n , p'), (ni” , n" , p") les coordonnées nuinéi i(|ues 
des extrémités T, T', T'' (Jig- ao) des jiaramètres des trois llangées ijui 
doivent servir de nouveaux axes. Soient X, Y, Z les coordonnées nuiné- 
ri(|ues d’un Sommet quelconque dans le nouveau systi-me d’axes, l’ar une 
voie analogue à celle qui conduit aux équations ( 17 ), on obtiendra 

1 X = ni X -I- ni Y 4 - ni"7, , 

( j'») I )• — n\ n Y — n*Z , 

( Z = P ^ "t* p" /*• 

l.a Rangée OT allant de l'origine au point (ni, n, p) est ceiLsée servii- 
d'axe des X. I.a Rangée OT' sert d’axe des Y, et la Rangée OT", d'axe 
des ’L. 

Je pose maintenant, jiour abréger, 


, r t n t H tu f t* f t' i * *f\ 

fnn j) — mp n pm n — nm p -t- np m — pn m = \jnn p ), 

. ) nin — nm = (nin ), nni — ni/i = (nm ), ni n — n m =(ni n ), 

( ’*b ) i , ' 

i pm ’ — mp'—(pni'), mp " — pni" — (nip"), p m " — m'p"'= (p'nt"), 

t / t\ tf W f tt\ t H t tt J f 

I rtp — pn =(fip ), pn — np = {pn ), np —p n = {n p ). 

Si , par les procédés connus de l'élimination , on tire des éejuations (55) les 
valeurs de X, 4 , Z, on aura 
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<1 où l'on voit que, pour que X, Y, Z soient toujours des nombres entiers, 
il liiut que les trois Rangées données soient conjuguées. 

Kn adoptant cette hypothèse, on aura 

(inn'p") = ± I , 


ce <|ui changera les prticédentes équations en 

I — X = («'//). r -H ( y/m") J.+- 
(,'>71 Idz Y = (/>rt")x-f- (/«//). r -!-(«/«'') :, 

[nt />=(«/?') ,r-f- {/»«') V-l- (/««") 


l’ar une rotation convenable du système OT, OT', OT" autour de O, 
amene'/. ( )T sur 0.r, amene/. OT' dans le plan .rO_v, en ayant soin que 
OT' et Oj soient situés d'un même côté par rapport à la droite O.r indé- 
liniment prolongée dans les deux s«-us ; alors, si OT" et O: tomijent du 
meme côté par rapport au plan des xy, vous devrez donner le signe ^ 
aux premiers membres des équations (57); dans le cas contraire, vous 
devrez préférer le signe — . 

CorolJaire. — Supposons que l’axe des s change seul et soit remplacé 
par OT", et nommons /«„, «„ les coordonnées numériques de T" parallèle- 
ment aux axes des .r et des y. 

Dans ce cas, l’on aura 


m = 

1 , n = O, 

r = 

t/f'= 

O, n'=i. 




P"= 


et les équations (55) donneront 

x = X t «i,Z, 
y—Y^n, Z, 
z = Z. 


I.es formules inverses seront alors 

X= X — 

Y=j — n, 

Z = z. 

La coordonnée numérique parallèle à l’axe dé|)lacé reste invariable. 
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Problème XX\ II. — On demande ce que devient te .symbole d'nn [dan 
réticulaire {gbk) dans un nouveau système d'a.ces. 

Soient toujours (ni, n, [?), (m', n', />'), (m", n" , p") les eoordonnées numé- 
riques des extriimités T, T', T" (Jig. lo) des paramètres des trois llan>;ées 
qui doivent servir de nouveaux axes. Si, dans ré(|iiatioii générali' 

g.v -H hy 

on substitue les valeurs de J‘, v, z, tirées des équations (55), l'on aura 
[gm-^hn-\-kp)\-\-(gm' s hn + kp')\ -'t- (gm” ^/in" h kp") 

<i’où l'on voit que, dans ce nouveau système d'axes, le symbole des plans 
(g-Z/A) se eliange en (gm-\- bn ^ kp, gm'~hbn' \-kp', gm"~s~hn" \ kp"V, 
e’est-à-dire que, si le nouveau symbole est (GIIK ), l'on aura 

I G~gm f /(« + //>, 

Il = gm ' -H bn' -*-kp' , 

K = '' -H Zin " -f- Zy> " . 

CoroUaire. — Si, conservant les axes des xet des/, on se borne à rem- 
placer l’axe des s, et à prendre pour nouvel axe des z la Rangée i i i , qui est 
le prolongement en sens inverse de la diagonale du parallélipipède con.strnit 
sur a, b, d, un aura 

m = i , n = O, P O, 

m'=o, n=i, p'=o, 
m"=z — I, n"= — I, p"— — I, 

ce qui change le symbole [gbk) en {g, h, — g — h — k). 

Si l’on nomme alors / la caractéristique du plan réticulaire (gbk) relative 
à ce nouvel axe, on aura l'équation 

l= — g — h—k. 

Si e est le paramètre du nouvel axe, le segment intcrceptt- sur cet axe entre 
l’origine et le plan 

gx Zi/ -H kz = I , 
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(Ifvcmi, ilans le nouveau système, 

gx-^hy 4-/Z = I , 


aura évidemment [jour \aleiir 


II 

r> 

M 

l> 

» 

n 

U 


Ü'où l'on voit que, « loistjue les paramètres a, b, d, e de (juatre Rangées 
eonjuf'uées deux à deux sont disposés de manière à figurer (juatre forces se 
faisant équilibre dans l’espace, tout plan limitrophe à un plan réticulaire 
passant par l'origine déterminera , dans les paramètres de ces Rangées , 


les segments Ti’t’l’ ^ ’ ^ nombres entiers positifs ou 

négatifs ; alois» on [lourra [nendre indistinctement pour symbole du plan 
réticulaire les notations (ÿ/iX'i, (^'///), i gib), (Ibk), et il existera, entre les 
quatre cai-actéristi(jues /(, b, l, la relation 




g-t- b ^ b 1 = O. » 


\ot(ilion ù (/mitre caraetiTUtu/ues . — F,ors(ju’on emploie, pour fixer la 
position des plans réticulaires de l’Assemblage, ({uutre axes coordonnés 
satisfaisant aux conditions <pie nous venons d’énoncer, il convient de 
remplacer le symbole {gbb) par le symbole à rpiatre earaetéristitpies I ghk! |. 

! h' finitions. — Je désigne sous le nom tle tétraèdre éiémentoÀre tout 
tétraèdre ayant pour sommets (juatre Sommets de l’Assemblage, choisis de 
mani(TC (jue chacun d’eux soit situé sur un plan limitro|ibe au plan réticulaire 
ijiii contient les trois autres Sommets, ou encore « tout tétraèdre construit 
« sur trois |)aramètres conjugués aboutissant au même Sommet. » 

l u tel t('lraèdre forme toujours la sixième jiartie de l'iin des j)uralléli- 
jjijjèdes générateurs de l’Assemblage : ainsi, le volume de tous ces tétraèdres 
est le même et égal à 

Je nomme tétraèdre princi/mi, celui dont la base est le triangle acutangle 
embrassé jiar les deux paramètres niinima de tout f .Assemblage, et dont les 
trcïis angles dièdres adjacents à la base sont aigus, deux de ces trois angles 
jHiuvant, exceptioniicllcnjent, devenir droits. 
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Théorème XL. — Tout tétraèdre ayant pour sommets l'origine et les 
trois points (m, n, p), («/', n' , p'), (m", n" , p"), a pour volume le produit 
du volume du tétraèdre élémentaire par le faeteur 

f ft f n . t N t n /// t tr 

mn ]) — in|) n -+■ pin n — nin p -+- np in — pu m . 

Ce tliéorèiiic est une consécpicnec fie la Ibrnuile 

Soit OTT'T" {fîg. ao) le tétraèdre donné; on aura 
(tio) volume télra. O’I'T'T''^ ji! [mn p"). 

(iette formule reste exacte, lorsque m, n, p, ou ///', p' , ou ///", //", p" , 

ont des diviseurs eommiins autres que l'unité. 

Probi.ème XXVIII. — Trouver le tétraèdre principal d’un rtssemblage. 

Choisissons arbitrairement un Sommet () [Jig. 9.i), et cherelious les deux 
paramètres minimafl V, OB; traeonvles dans un sens tel, <]ue l'angle AOB 
soit aigu, ou tout au plus égal à 90 degrés, ce cpii sera toujours possible. 
.\elievons le triangle A( )B, (jui sera l'un des triangle.s prinei|>aux du plan réti- 
culaire AOB, et sur l'un quelconque de ses troi.s c(>tés, par exemple sur .\B. 
construisons le second triangle principal BAO' qui, réuni au précédent, 
complète le parallélogramme générateur O.AO'B. Sur le contour de ce pa- 
rallélogramme, élevons à angle droit les faces d'un prisme indéfini dans les 
deux sens. Le plan réticulaire, limitrophe du plan (A.AO'B, et situé au-de.ssiis 
de ce dernier plan, sera coupé par le contour du prisme suivant un jia- 
rallélogramme égal à la base OAO'B, et qui devra contenir dans son inté- 
rieur un Sommet de l’Assemblage, à moins qu’il n’en contienne deux, ou 
f|iiatrc, sur son contour. Soit Dec Sommet; les Bangées OA, OB, ( )I) seront 
conjuguées, et la pyramide OABD sera le tétraèdre principal. 

Si le Sommet ainsi obtenu était situé en d, et se projetait ortliogonale- 
ment dans l’intérieur du deuxième triangle B.AO', les Rangées 0 '.\, O' B, 
(Yd seraient conjuguées, et la pyramide O'.ABf/ serait le tétraèdre principal. 

Scolie. — Soit OABD le tétraèdre principal résultant de la construction 
précédente, et nécessairement situé au-dessus du plan O.AO'B. Si nous 
répétons la même construction sur le plan limitrophe du plan O.AO'B, et 
qui est situé au-dessous de ce dernier plan, nous obtiendrons un autre 
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Sommet I)', dont la situation par rapport à D sera telle, que A, D, B, D' for- 
meront un parallélogramme. la* tétraèdre O'ABIJ' sera aussi un tétraèdre 
principal, mais placé au-dessous du plan OAO'B. Il est facile de voir <jue 
OABI), O'ABÜ' sont deux polyèdres ûiveises {'), dont le pote de s^ niêlne 
sera en a>, au centre du parallélogramme OAO'B: d’où l’on voit que, 
a lians tout Assemblage, il existe deux tétraèdres pi'incipaux inverses l’un 
Il de l’autre. » 

ThÉorkme XI.I. — 7'otis tes an"tes plans du tétraèdre prineipal sont 
ai "U s; iptelrpies-uns d’entre eux (quatre au plus) peuvent etre droits, exeep- 
tionnellenient. 

Soient OA, OB ai) les deux paramètres minima de l’ Assemblage, et 
O.VBI) son tétraèdre principal. 

I.a ju’oposition énoncée est évidente pour les trois angles de la base O, AB. 
Menez en < ) un plan normal à OA : par la construction même du tétraèdre, 
f>l) et O.A ne [leuvent être situés de côtés difli'rents par rapport à ce plan ; 
donc ,AOI) • (JO degrés. On démontrerait de la même manière (|u'iine iné- 
galité pareille a lieu pour les angles DOB, DAO, DAB, DBO, DBA. 

Maintenant, de OB < OD, on conclut ODB ■ ' OBD < qo degrés; de 
OA OD, on conclut ODA < O.AD < 90 degia-s; enfin, de BD > BO, 
DA > OA, on déduit 

BD’ + DA’ > BO’ OA’. 

Or, l’angle BO.A étant aigu ou droit, on a BO’ ( >.A’ > ou== B A’; donc 
aussi 

BD’ 4- DA’ > BA’ ; 

donc l’angle BD A ne [)cut surpasser 90 degrés. 

I.e nombre des angU's droits du tétraèdre ne peut d’ailleurs surpasser 
ipiatre, le tétraèdre ne possédant pas plus de quatre faces. 

SeoUc. — Les propriétés du tétraèdre principal sont plus restreintes que 
celles dont jouit le triangle principal dans les Réseaux. Ses angles dièdres 
ne sont pas néetsisairernent tous aigus : il ne poss**de pas nécessairement 
tous les paramètres minima du système; enfin, le triangle principal d’aire 
minimum peut ne pas être l’une de ses quatre faces. 

•j Pour h cidinilion tic rcî» IfTiiic», voyti la noic(*) de U piigc 63 , 
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Voici, S.TDS démonstration, l’énoncé de diverses propriétés appartenant 
au tétraèdre jiriiicipal. 

Théorème XLII. — Si h est le plus grand des deiuv paramètres miniiiia 
de l' y'issemblagc, et si 15 est l’angle opposé au côté h dans le triangle prin- 
cipal construit sur ces paramètres, la hauteur du tétraèdre principal 
sera au moins égale à b ^ \ j eosée’ 15. 

Corollaire . — (5ettc meme hauteur sera au moins égaie à b 

Tiiéorè.me XLHI. — Ae plus petit des paramètres de V Assemblage, 
en dehors du plan contenant les deux paramètres minima, est nécessaire- 
ment l'une des trois aretes (pii joignent le sommet du tétraèdre principal 
aux trois sommets de su base. 

'I’héorème XLIV. — Si 015, OA (lig. ai) sont les deu.v aretes minima du 
h'tad’dre principal OABl), OA étant la plus petite des deux, et si par 15 on 
mène la droite BO' égide et parallèle à OA, l'un des ipiutre triangles Ar)l5, 
AOL), BOÜ, BO'D sera le triangle élémentaire à aire minimum de tout 
r Assemblage. 

Corollaire. — l.e plan réticulaire à aire ininiiiuiin contient toujoui's au 
moins l’un des deux paramètres minima de l'Assemblage. 

§ V. — Des Assembi.aües symétriques. 

Définitions. — Je nomme axe de sy métrie d’un Assemblage toute droite 
telle, cpie, l’Assemblage venant à tourner d’un l’crtain angle, et tout d’une 
pièce, autour d’elle, les mêmes points de l’espace coïncident avec les Som- 
mets de cet Assemblage, avant et après la rotation. Je dis aloi's que le lieu 
apparent des Sommets de l’.‘\ssemblage a été restitué, a|)rès cette rotation. 

Pour plus de précision dans les explications qui vont suivre, je suppo- 
serai qu’il existe deux Assemblages égau.x , superposés .Sommet sur Som- 
met, de manière à figurer un Assemblage unitpie. b’iin de ces .Assem- 
blages sera considéré comme invariable de position; l’autre pourra se 
mouvoir tout d’une pièce, et comme un corps solide, .soit par translation, 
soit par rotation. 

X.XXUI’ Cahier. 8 
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liOrsque l’ Assemblage mobile, tournant autour de l'axe, reviendra eu 
eoincidence avee l’Assemblage lixe, après une rotation d'un demi-tour, ou 
<le iKo degrés. Taxe sera désigné sous le nom d’rt.re tle syrnefric hinniry, 
ou, plus brièvement, à’ axe binaire . Un Sommet queleoncjiie de l’Assem- 
blage aura son boniolo"iie tle l’autre côté de l’axe ; la droite joignant ces 
deux Sommets sera normale à l’axe, et divisée par lui en deux parties 
«■gales. 

r.oi'sque la coïncidence se nitablii-a après un tiers, un t|iiart, un sixième 
de tour, l’axe de rotation recevra le nom il’t/.re tir symétrie ternaire, tjna~ 
ternaire, sénnirc. Dans les .Assemblages à axe de symétrie ternaire, les 
SoinmeLs sont disposiLs trois par trois autour de l'axe, et chaque Sommet a 
deux /lonioingnes. Ua disposition est de tjuutre par «jiiatrc autour des axes 
quaternaires, et tle six par six autour des axes sénaires. 

La symétrie d’un axe aura pour nn/néro {l'ordre a, 3, 4 ou ü, selon qu’elle 
sera binaire, ternaire, quaternaire ou sénaire. (ic niinuTO d’ordre sera dési- 
gné par la lettre </, dans le courant d«'s calculs. 

Deux axes de sjinétrie de même ordre seront dits axes de nie'/ne espère, 
lorsque la coniigiiration des Sommets autour de l’un d eux sera la même 
([u'aut«mr de l’autre. Pour constater cette similitude de coniigiiration, on li«‘ 
par la pensée les Sommets de l’ Assemblage à chacun des deux axes, et run 
de ces deux systi-mes est sujiposé mobile. .Altjrs, si l’on peut faire coïncider 
en même temps l’axe mobile avec l’axe lixe, les Sommets mobiles avec les 
.Sommets fixes, les axes seront dits f/e meme espèce. 

Pour que les axes soient de même espèce, il faut «pi’ils soient du inême 
ordre et que leurs paramètres soient égaux ; ces «■onditions sont, en géiu'-ral, 
sullisantes. Il y a cependant un cas particulier oii deux axes binaires jieuvent 
avoir le même parami-tre, sans être de même espèce. 

Deux axes «jui ne satisfont pas aux conditions pr«W-dentes seront dits 
a.fcs d'espèces différentes. 

Tout .Assemblage possédant un ou pliisiciii-s axes <le symétrie sera dit 
.dssemblage symétrùpte ; dans le cas contraire, il sera dit asymétrUpie. 

Tout plan qui jiartage un .Assemblage en deux moitiés géométriquement 
symétriques sera nommé plan de. symétrie de l’Assemblage. Cliaf|ue Sommet 
trouve alors son homologue sur le c«ité opposé du plan. 
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Théorème XLV. — plus petit aii^'le (pii restitue les lieux des 
.Sommets d'un x/ssemhlii^c symétrûpic, pemlant .sa rotation autour d'un 
a.re de .symétrie, est un sous-multiple de 3(îo degrés. 

Soient M ( fig. i3) l'iin des Soinniets de l’Assenibliige, et MO la |jerpen- 
ilieulaire abaissée de M sur l'axe. Donnons, autour de l'axe, à r.\ssembla”e 
mobile une rotation MO!M' (|iii ne trouble pas les lieux des Sommets, et 
soit 

MO,M'=(^. 

l’endaiit <|iie le Sommet mobile M viendra se superposer au Sommet fixe 
M’, le Sommet mobile M' viendra en M", et nous aurons 
OM" -- 031'= 031 , 31’ 031' = Q. 

Décrivons un eerele de centre O et de rayon 031, puis laisons 
arc3r3r=arc 3r31, are3r M"= arc M" 31'; 


il est clair <jue 31, M', 31",..., seront autant de Sommets de l’Assembla^^e 
fixe, et que les cordes des ares formeront un polygone régulier inscrit, 
lequel, ajiri’s un ou plusieurs tours, viendra se fermer sur lui-mcme, au 
point de départ, en 31 ; .sans cela, il y aurait une infinité de Sommets de l'As- 
semblage sur la eirconférencc du cercle, ce qui est impossible. D’ailleur-, 
on (leiit toujours supposer que 31, 31' sont deux sommets voisins, et alors 
31031' sera le plus petit angle de rotation ipii restitue les lieux des .Sommets. 
On aura donc, en nommant Q eet angle minininm, 

tr.,1 o = H£. 

'I'héohÈ-MK .\L\ I. — In .Issembluge ne peut pus.séder (pie des a.ies de 
symétrie binaire, ternaire, (jualcrnaire ou sénuire. 

Sur 3131', 31'31''^y/^'-. i3|, achevons le losange 31M'3l''/w; le point m sera 
un Sommet de l’Assemblage, et nous trou\erons facilement 
0/// = 03l'(i — 4siiTiQ). 

Pourf/ = tj, Q=i8o", nous avons ()m = — 30.V1'; 


Pour 7 = 3f, Q= I y.o", 
Ponr7 = 4i Q= !|o". 
Pour 7 = 5, Q= yu°. 
Pour 7 = 6, Q= 6o”, 
Pour 7 > 6, Q= < 6o", 


<)«(= — aOM' ; 

0,„ = -0M'; 

0,,,=:: _ ^ZA(!o 31'= — o,38aOM'; 
Om= O ; 

Owi < O.M'. 

8. 
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Les solutions y = 5 et 1/ > f> 11c sont évidemment pas admissibles ; car on 
peut toujours supposer que M a été pris à la distance minimum de l'axe de 
rotation, et, par conséquent, l’inéf^alité Ow<OjM' est impossible, sauf 
dans le cas où l’on aurait Üw = 0, parce qu’alors O serait un Sommet de 
r Assemblaf^e. 

Donc, si l’Assemblage a un axe de symétrie, on aura nécessairement 
</=u, 3 , 4 ou (!, 


>! étant le numéro d’ordre de la symétrie propre à l’axe que l’on con- 
sidère. 

Corollaire. — Des rotations de bo, 90, lao, iSo, a 4 o, 270 et 3 oo de- 
grés sont les seules ijui puissent restituer, dans ceitains «as, les lieux des 
Sommets d’un A;isemblage. 


Théorè.me Xr.VII. — l.ors<iuU c.viste, dans un As.semblage, un a.re de 
> rmétric ne passant par aucun Sommet, les droites parallèles, menées par 
des Sommets, sont des ajces possédant la même symétrie. 

Soit Y le numéro d’ordre de la symétrie de l’axe considéré MM' (fig. 22) , 

et soit m un Sommet quelconque, lequel, après une rotation, égale It 


de l’Assemblage moliile, vient occuper le lieu du Sommet m'. Si l’on trans- 
porte ])arallèlement à lui-mème, et de ni' en /«, l’Assemblage mobile qui aura 
subi cette rotation préalable, il se trouvera placé dans les memes conditions 
(|ue s’il eût tourné, dès le principe, autour d’une droite nmn' , menée par m 
parallèlement à .MM'; et, comme le lieu des Sommets n’a pas été troublé, 
cette droite nmn' est aussi un axe de symétrie de l’Assemblage. F>’ordre de 
symétrie de cet axe sera, en général, égal à <j. Toutefois, comme un axe 
d’ordre yV/> j étant un nombre entier quelconque, jouit à fortiori des pro- 
priétés des axes d’ordre <j, il pourrait arriver que le nouvel axe fût d’un 
ordre jiliis élevé, mais qui devra toujours être un multiple de l’ordre île 
symétrie de l’axe donné (* ). 

Définition. — Nous désignerons sous le nom d’eracj intcrmédiaircs\essi\es 


(*) C^^tle dy'iuonstration est due à M. Cauchr : comme elle est plus simple que la dcmonstratioii 
que j’avais donnée moi-même de ce thëorênie, je Pai substituée à celle dernière. [Fo/ez les Comptes 
tfndtis de V Académie, des ScienetSt t. XXIX, p. |35.) 
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(|iii ne contiennent aucun Sommet de l’Assemblage. D’après le tlu'orènie 
précédent, les axes intermédiaires sont toujours accompagni’s d'axes de 
même symétrie, menés par les Sommets; d’où il résulte cpie l’on peut, à la 
rigueur, se bonier à considérer ees derniers, dans toute reclierclie ipii n’a 
pas pour but de déterminer d’une manière spéciale les propriétés propres 
aux axes intennédiaires. 

Théorème XL^’III. — Tout axe de symétrie vontenaut un Sommet est 
une des Hantées de l\dssernhlei{^e. 

Soit MM'(_/4'g'. •I'à) l’axe donné passant par le Sommet M; soient m un 
autre Sommet extérieur à l’axe, et /«', ses homologues par rapport 

à cet axe. Joignons M/«, Mmi', Mh/",...: si maintenant nous traçons la 
diagonale Mu du parallélogramme construit sur Mw, M;«', cette diagonale 
sera, en grandeur et en direction, un des paramètres de 1'. Assemblage, 
d'après le théorème XXX. De même, si l'on combine Mu avec .M/«", I.t 
nouvelle diagonale .M u' jouira des mêmes propriétés. Le résultat iinal , 
ainsi obtenu, après avoir épui.sé la série des homologues de m, sera le même 
que si l’on eût composé mécaniquement des forces égales en grandeur et en 
direction à Mm, Mm', .Mm",..., pour en obtenir la résultante. Or, si l'on 
décompose chacune de ces forces suivant .M.M',et normalement à cette droite, 
il est visible que les composantes normales à MM' s’entre-détruiront par suite 
de la symétrie, et que les com|)osantes verticales subsisteront seules. Si 
donc O est le point de rencontre de M.M'avec le plan du polygone mm'm"..., 
ehacune de ces composantes verticales sera égale à Al O; donc, si l’on pi’end 
MM'=-f/.MO, M' sera aussi un Sommet; donc Al.M' est une Rangée de 
l’Assemblage. 

Théorème XLIX. — l'out plan mené par un Sommet normalement à un 
axe de symétrie est un plan réticulaire de l' Assemblage. 

Soient .M le Sommet donné {_/«". aa), et M.M' l’axe donné, que l’on peut 
toujours supposer passant par M. Soient m un antre Sommet quelconque, et 
m', m" ses homologues. Les lignes menées par M parallèlement à mm', m' m" , 
m"m,..., sont évidemment des Rangées de l’Assemblage; donc le plan 
normal à MM', et qui contiendra toutes ces droites, sera l’un des plans 
réticulaires du système. 
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Si l'axp AIM' était un axe binaire, on aurait recours à un deuxième Soiii- 
niet U situé liors du plan /wMM'; alors la même démonstration serait encore 
applicable. 

l'HKoiir.aïc I,. — U existe fliiiis nu y/siewf>/u^e un plan île symé- 

trie ne eontenant attertu Sommet, tout plan paruUèh: passant par un Sommet 
est aussi un plan île symétrie du système. 

Soient m [Jig. a'i) un Sommet qucIcoïKjuc, et m' son liomolo^iie «le 
l'autre côté du plan donne Cdl, qui «*st, par bypoflicse, un plan rie svmétric 
tic l’Assemblage. Si l'oii transporte |>arallclement à lui-même, et rie m' en m, 
i-’est-à-dire suivant une rlirection normale au plan, rAssemblage mobile, on 
sait qu'il eontimiera à r'tre le syméiritjiie rie l' Assemblage fixe [>ar rapprrrt au 
plan ntu'inal sur le milieu rie la drrrite tpii joint le pr^int mobile m' au pr:>int 
fixe m \ à la limite, itrrstpie m’ eouicitlera avec m, le plan rie symétrie, 
tt)ujours parallèle à lui-même, finira par passer par m : mais alors les tieux 
\sseniblages, le mobile et le fixe, eoineirleront ; rlonc le plan mené par m, 
parallèlement à (ill, sera un plan rie symétrie du système. 

.Seolie. — On ]jcut faire abstraction ries plans rie symétrie intermédiaires, 
pour ne considérer tjue ceux (rassant [>ar des Sommets. 

rnémikMi', Id. — Tout plan de symétrie eontenant un Sommet est un 
plan rétienlaire. 

Soit M ijig. is i) le .Sonmu't situé dans le plan de symtWe (111; soient m. 
m ' tienx Sommets btmiologues par rapport à ce plan. La diagonale du losange 
construit sur .Mm/, M///' scia, en gninrleur et eu direction, le paramr-tre tic 
l’une ries llangt-es tlii système : or il est évident qu’elle est contenue dans Ir- 
plan de symétrie. On prrrnverait, de même, rjii’il existe rl’autrr's llangées 
passant par .M, et appartenant au [)lan de symétrie, mais non situées dans le 
|>laii ///.M/m'; d’où l'on voit que le plan rie symétrie est nécessairement un 
plan rt'ticulaire. 

I’hkobf.mk lu. — I.orsipi’un y/ssemidage possède un a.re de symétrie 
d ordre pair, U possède aussi un .système de plans de .symétrie tous normau.r 
il eet (ure, et, réciproipiemeut, la préseure d'un plan de .symétrie entraîne 
relie d’un système d 'a.vcs d'ordre pair, normau.r à ce plan. 

.l'ai démontré, dans une Note sur les polyèdres symétriques de la gcù>- 
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iiK-lrie (* (**) (***) ), que, si l’on fait tourner de i8o degrés le polyèdre inverse d'tm 
polyèdre donné P, autour d’une droite A menée par le pvle de syiné- 
frie, on ulitient le polyèdre symétrique de P par rapport au plan de symétrii- 
mené j>ar le pôle normalement à la droite A. 

Prenons un Sommet quelconque O {Ji^. l'i) pour pôle de symétrie, et 
eonslniisons l’Assemblage inverse, lequel eoineidera, Sommet à Sommet, 
avec le primitif; (mis, ayant mené j>ar 0 une droite niOm' parallèle à l'axe 
il'unlrc (>air, tàisons tourner de i8o degrés l'.Assemblage inverse autour de 
l’ette droite; il devra reeoineider avec lui-mème. Sommet à Sommet, jiar 
suite de la symétrie de l’axe. Donc, en vertu de la pro(>riété générale citée 
(>lus haut, le filan mené jjar () normalement à l'axe sera un (ilan de .symé- 
trie |)our les deux Assemblages coïncidents, et, par consé<]uent, pour les 
deux moitiés de l’Assemblage donné (*'). 

Le théorème réeijiroque se démontrera de la manièie suivante : 

.Soit O 2 'l) un .Sommet situé sur le (ilaii de .symétrie commun à l’.As- 
semblagc fixe et à l’Assemblage mobile : on sait, par la théorie générale des 
(lolyèdres inverses {vojez la Note citée), qu’en faisant tourner de ittoile- 
grés le [lolyèdre symétrique d’un (lolyèdre P autour de la normale au jilan 
de symétrie élevée à jiartir de ce .Sommet O, on doit retrouver le jjolyèdre 
inverse; dans le cas actuel, en faisant faire ce demi-tour à l’.Assemblage mo- 
bile, on le fera recoïncider avec I’. Assemblage inverse, lequel évidemment 
ne diffère pas de l’-Assemblage donné. Donc la normale est un axe binaire 
du système. Dans le cas général, on voit ((ii’elle (leiit être un axe d’ordre 
(lair ((iieleonque (*“). 

DcJlnUion. — En continuant à désigner (>ar système de Rangées l'en- 
.smnblc de toutes les Rangées (larallèles entre elles ilans un .Assemblage, 
ou a à considérer dans un tel système la direction, la "randeur du para- 


(*) Journal rte Mnthé'natiqnes de M. Lioiiville, t. XIV, p. i58. 

Le polyèdre imvne de P «'obtient en joignant les «omniet:» de P à un |K>inl lixe <jui pteiid le 
mun de pâle rie symétrie, et prt>iongc‘ant ers droites au delX du pôle do quAntitos (‘gal«>» à 

(**) On |»eiU aussi considérer ce théorème tunime une comu qucnce imiM*diute tlu ihi-oreme \\I 
lie mon Mémoire « Sur les Polyèdres de forme symétrique •, inséré dans le lonjo XIV du Journal //»• 
Mathématiques de M. Liuuville. 

(***) Ce tliéorèmo réeiprot|uc est une conséquence immédiate du thcorciuc IV de mon Mniioin* 
• Sur les Polyèdres de forme symétrique •. 
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niilrv, et enfin la densité du système, qui est égale au nombre «les Rangées 
eontenues dans un jjrisme indéfini de section normale égale à i , et à arêtes 
parallèles à la direction commune des Rangées. 

Il résulte de la constance des volumes des |)arallélipipèdes générateurs 
t|ii en pass;int d'un système de Rangées à un autre, le quotient du para- 
mètre par la densité reste toujours const;int et égal au volume 0 du parallé- 
lipipède générateur. 

liorsqu’on altère un système de Rangées par rintercalation de nouveaux 
.Sommets équidistants, entre deux Sommets voisins sur clia«|ue Rangée, on 
modifie T Assemblage, et, selon que le nombre des Sommets interealaires est 
I, a, 3,..., sur chaque paramètre, le nouvel Assemblage est un Assem- 
blage doublé, triple, quadruplé,..., quant au nombre de ses Sommets 
Mors le volume U du parallélipipède générateur diminue dans le rapport 
de l'imité aux nombres a, 'I, 4,.... Ceci posé, l'on peut démontrer le 
tlu'orème suivant : 

Théorèmk lui. — /-e.ï memes systèmes de Hanÿées se retroiieent dans 
r /! ssenddu^e primitivement donné et dans l\-fsscmb(agc ipii en dérive par 
rintercalation de nouveaux Sommets sur l'un de ses systèmes de Rangées. 

Soient prises trois Rangées conjuguées pour axes coordonne^, l'axe des : 
étant l'une des Rangées du système modifié par l'intercalation de nouveaux 

Sommets: alors, si a, h, sont les trois paramètres de ces axes, «, b,-^ 

seront les trois paiametres dans le nouvel Assemblage, S — i étant le nombre 
des Sommets ajoutés sur eliaijue paramètre. Pour revenir à l'Assemblage 
primitif on supprimera dans eelui-lii tous les plans réticulaires de la forme 

-t- 2,..., =_/5-+-S— I, 

/ étant un nombre entier quelconque, et l'on ne conservera que les plans 
z = o,: = 9, 1 = 2 «,..., z=jh. 

tionsidérous maintenant la Rangée menée de l'origine Ü (Jig. ao) au 
Sommet t à coordonnées un, n,p) de l’-Assemblage à Sommets intercalaires. 
■Mors, si l ordonnée p est un multiple de Ô, le Sommet t appartiendra à l’.\s- 
>emblage primitif; le système des Rangées 0/ se retrouvera dans l'.As- 
semblage primitif, avec la même grandeur de paramètre. Si l'ordonnée p 
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n’est pas un multiple de 9, on prolongera O/ de {9 — i) 0<; l’ordon- 
née numérique du Sommet t" [>arallèlement aux z étant alors devenue un 
multiple de 9, le point t" appartiendra à l’Assemblage primitif : ainsi le 
système des Rangées Of subsistera encore flans l’Assemblage, après In 
suppression des plans réticulaires 

Z = y9-(-i, ï=y9-t-2,..., ;=y9-t9— I. 

Donc tous les systèmes de Rangées subsistent, sans que leur direction 
soit troublée, après la suppression des Sommets intercalaires. Ces systèmes 
sont seulement altérés, soit dans leur densité, soit dans la grandeur de leur 
paramètre; pour chacun d’eux, la suppression des Sommets fait croître, dans 
le rapport 9 : i, le rapport du paramètre à la densité. 

Corollaire. — I.es mêmes systèmes de Rangées se retrouvant dans les 
fieux Assemblages, avec des modilications qui ne portent que sur la gran- 
fleur du paramètre ou la densité du système, il en résulte que les mêmes 
systèmes de plans réticulaires existent aussi dans les deux Assemblages; 
toutefois l’épaisseur des strates, ou l’aire de la maille génératrice, variera de 
l’un à l’autre, de manière à ce que leur produit croi.sse, flans le rapport 9 ; i , 
par la suppression des Sommets intercalaires. 

.■\près ces théorèmes généraux, nous allons successivement passer en 
revue les propriétés qui caractérisent chaque genre particulier de symétrie. 

Symétrie binaire. 

Théorème I.IV. — Da/ts tout ylssemblage à a.re de symétrie binaire, 
si l'on considère les deu,t plans réticulaires li/nitroplies d’an plan réticulaire 
normal à l’axe binaire, le Réseau de l'un de ces deux plans co'incidc aeec 
la projection orthogonale du Réseau de l’autre. 

Car, soient P un plan réticulaire normal à l'axe, P' et P" ses deux limi- 
trophes; les Réseaux de et P" sont homologues par rapport au plan P qui 
est un plan de symétrie tle l’Assemblage (théorème LU) : donc le Réseau 
fie l’iin des plans P', P" est la projection orthogonale du Réseau de l'autre. 

Corollaire. — Si l’on affecte des numéros fl’ordre à tous ces plans réti- 
culaires successifs, tous normaux à l’axe, on voit que, dans la série fies 
plans à numéro d'ordre pair, le même Réseau se re|)roduira, en projection 

XXXm- Cahier. g 
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orthogonale; il en sera de même dans la série des plans à numéro d’ordre 
impair. 

TiiéoRÈME LV. — Tout ^4 ssemblnge à axe de symétrie bi/iairc peut e'tre 
considéré comme dérivant d’un prisme droit h base parallélogrammiepie, 
leipiel peut, dans certains cas, offrir en son centre de Jij'ure l’un des 
Sommets de T Assemblage. 

Soit ABCDE (fig. a4) le Réseau tracé sur le plan normal à l’axe binaire et 
passant par un Sommet A. Prenons ce plan pour plan des .cjr; son équation 
en coordonnées numériques sera : = o. 

Tous les Réseaux tracés sur les plans ; = ± a, 2 = ± 4, z = rfc (i,..., se 
projetteront ortiiogonalement sur le Réseau ARCD... (théorème LIV). 

Les Réseaux des plans z = ± i,z = ±3,..., pourront aussi se projeter 
orthogonalement sur ABüD,...; dans ce cas, le paralléli|)ipède générateur 
sera un prisme droit à base parallélogrammique. 

Mais le contraire pourra aussi avoir lieu. Supposons alors que l’un des 
Sommets .A' du Réseau z = i se projette en a sur le plan z = o. Si l’on 
Joint A avec A', et si l’on prolonge AA' d’une ipiantité égale à elle-même, 
jusqu’en D", D" sera évidemment un Sommet du Réseau z = a; et si l’on 
abaisse les perpendiculaires \'a, I) sera run des Sommets du RtWau 

Z = O (théorème LIV), et « sera situé au milieu de la longueur «D. I.e 
Sommet A ayant été choisi arbitrairement, on voit que a est un centre géomé- 
trique du Réseau ABCn,..., et occupe le milieu de l’un des paramètres Al) 
de ce Réseau. .Maintenant, sur Al) comme base, construisons deux triangles 
élémentaires égaux et opposés, tels que AGI), .\HI) ; le point a sera le centre 
du parallélogramme générateur .ACDE, et A' sera le centre de figure du 
prisme droit ayant pour base inférieure ACDE, et sa base supérieure sur le 
plan Z = a. L’.Assemblage pourra donc être considéré comme compo.sé 
d'une infinité de tels prismes, de hauteur égale à l’intervalle compris entre 
les plans z= o, z= a, et portant en outre, chacun en son centre de figure, 
l'im des Sommets de l’Assemblage. 

Scolie /. — Il est toujours permis de supposer que \ a été choisi de 
manière à être, parmi tous les Sommets du Réseau z = o, le plus voisin du 
point a; alors, si AD n’est pas le paramètre minimum du Réseau z — o, 
soit .AB ce paramètre minimum, porté dans un sens tel, que l’on ait 
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BAD < 90 degrés. Pui&cjue l’on a nB > «A, le Sommet B est en dehors 
de la circonférence décrite sur AD comme diamètre, et ainsi il est certain 
que l’on a ABD < 90 degrés. Mais, d’antre part, à cause de AB<BD, 
on a aiLssi ADB< B.\D < 90 degrés; donc les trois angles du triangle BAI) 
sont aigus: ainsi, BAÜ sera le triangle principal du Réseau z = o (théo- 
rème NI). Donc la projection de A' tombera toujours sur le milieu de l’un 
des trois côtés du triangle principal; ce qui prouve que l’alternance des 
Réseaux à numéros d’ordre alternativement pairs et im|>airs ne peut se 
faire que de trois manières différentes, selon que la |)rojcction des Sommets 
du Réseau z = 1 se fait sur le milieu du petit, du moyen, ou du grand côté 
du triangle principal du Réseau z — u. 

D’où l'on voit encore cpie l'.Assemblagc peut aussi être considéré comme 
composé de prismes ayant pour base un parallélogramme tel que ABCD, 
ayant pour hauteur l’intervalle compris entre les plans z = o et z = 2, et 
portant des Sommets sur les centres île deux <le leurs faces verticales rec- 
tangulaires; la base de chacune des deux faces emtrées peut toujours alors 
être supposée formée par l’uu des trois côtés ilu triangle principal. 

ScoUe //. — Dans le cas de ralternance des Réseaux, on peut encori' 
substituer an prisme droit centré l'octaèdre de la Jig. 28, dont l’axe A' A" 
traverse normalement et centralement la base parallélogrammique ACDE. 

Il doit être entendu que cet octaèdre n’est point pour cela un solide 
génératciir , capable de reproduire, par des juxtapositions immédiates, tous 
les Sommets de l’Assemblage. 

Symétrie terbinairv. 

Théorème LVI. — Si le solide générateur de !’ Asscmbliige est un prisme 
droit à base rliombe, centré ou non rentré, l' yissrmhlage possède trois a.res 
de symétrie binaire rectangulaires entre eux. 

Supposons que le rhombe ACDE(/î^. 2,j) soit la base du prisme droit 
générateur; alors, si l’on jette les yeux sur lu Jig. aô, qui représente, sur le 
plan z = o, 1" le Réseau z = o, dont les Rangées sont figurées jiar des 
lignes pleines, et en projection sur ce Réseau, les Réseaux z=2y, ainsi 
que les Réseaux z= ay -+- 1 , mais ces derniers, dans le cas seulement de la 
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superposition de toutes les projections; a® mais, pour le e-as de l’alternance 
seulement, les Réseaux s = ay -t- i , figurés par les lignes pointillées ae, cd, 
de, ae, etc., il deviendra évident que tout plan normal au plan de la figui-e, 
et dirigé suivant une des diagonales du rhombc, par exemple suivant la 
ligne aa , sera un plan de symétrie pour l’Assemblage, puisque tout est 
pareil à droite et à gauche de ce plan. Donc la dmgonale AD, normale à ce 
plan, sera un axe binaire du système (théorème Idl); on démontrerait de 
même que la seconde diagonale EiC est aussi un axe binaire. 

ScoUel. — Dans le cas où a {fig- 3 Ü) tomberait sur le milieu de A.\', c 
sur le milieu de AC, d sur le milieu de F,D, etc., le théorème précédent 
ne serait plus applicable, quoique le prisme générateur fût encore un prisme 
droit à base rhombe. 

ScoUe II. — Si le triangle principal devient éipiilatéral, et si, de plus, les 
Réseaux sont superposés, la symétrie devient sénaire, et l’Assemblage appar- 
tient à une classe spéciale, dont il sera parlé ultérieurement; mais si, dans 
ce cas, les Réseaux successifs sont alternants, la symétrie générale de l’As- 
semblage n’est pas modifiée par cette circonstance. 

Théorème L\"II. — Si le Réseau normal à l'ajce binaire est à maille 
rectangulaire, V AsscmhUigc possède trois tuves de symétrie binaire rec- 
tangulaires entre eu.r. 

Dans le cas où les Réseaux sont superposés sans alternance, le solide 
générateur est un jiarallélipipède rectangulaire non centré, et le théorème 
est évident. 

Si les Réseaux sont alternants, il peut se pré>senter deux cas distincts: ou 
bien le point a de la Jig. a4 tombe sur le milieu de l’hypoténuse du triangle 
principal , alors rectangle, ou bien sur le milieu de l'un des deux petits 
côtés. 

Dans le premier cas, la fig. 26 offre la projection des Réseaux alternants 
sur le plan s = o. Dans ce cas, les plans menés normalement au plan z = o, 
suivant les droites AC, oc, ED,..., ainsi que les plans menés suivant AE, 
ae, (»D,..., .sont évidemment des plans de symétrie de l’.Vssemblage : donc 
aloi-s les côtés des rectangles sont des axes binaires (théorème Eli). 

Dans le second cas, la projection est représentée par la Jig. 27, où ACDE 
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est 1.1 maille du Réseau s = o, acde celle du Réseau a = i . Dans ee cas 
encore, les plans menés suivant les côtés des rectangles sont évidemment 
des plans de symétrie de l'Assemblage. On remarquera que, dans ce dernier 
cas, on peut adopter pour solide générateur un prisme droit à base rliomlie ; 
il suffit, en effet, de prendre pour base la maille du Réseau rhombique 
situé dans le plan normal à s = o, et qui a pour trace la droite .-\rtKe. 

Scolie. — Si le rectangle se changeait en un carré, la symétrie devien- 
drait quaternaire , et l’Assemblage rentrerait dans une classe partienlière, 
dont nous parlerons bientôt; cependant, dans le cas de l’alternance corres- 
pondant à la Jig. ay, la symétrie resterait la même. 

Définition. — Nous désignerons sous le nom de symétrie terbinairc celle 
qui est caractérisée par trois axes binaires normaux l’un à l’autre. Ces trois 
axes, quoique de même ordre, sont d’espèces différentes. 

Théorème LVIII. — Dans tout Assemblage à symétrie tcrbinaire, les 
plans réticulaires normaii.v aux axes binaires sont à maille rhombupic ou 
rectangulaire. 

Soient pris les trois axes binaires pour axes des .r, des v et des s. Si l’oii 
fait tourner l’.^ssemblage de i8o degrés autour de l’axe des .r, le Réseau 
O doit recoincider avec lui-même; ainsi l’axe des .r doit être un axe de 
symétrie binaire pour le Réseau du plan des ce qui exige (théorème XI \' , 
corollaire II) que sa maille soit rhombe ou rectangulaire. Il en serait de 
même pour les Réseaux situés sur les plans des xz et des jz. 

Corollaire. — Il résulte des théorèmes précédents que tout Assemblage 
terbinaire rentre dans l’une des quatre catégories suivantes : 

i". Prisme droit à base rhombe non centré, ou prisme droit rectangulaire 
ayant deux de ses faces latérales centrées ; 

a®. Prisme droit à base rhombe, centré ; 

3®. Prisme droit rectangulaire, non centré; 

4". Prisme droit rectangulaire, centré. 

Dans les cas a® et 4*, on peut, pour faire dériver l’Assemblage, remplacer 
le prisme par un octaèdre ACDEA'.A" (fig. a8), à base rhombe (deuxième 
cas), ou à base rectangulaire (quatrième cas). 

Scolie. — J'ai démontré, dans mon « Mémoire sur les Polyèdres de forme 


Digitized by Google 


MÉ.MOIRi; 


"O 

sMiiêtrif|u«‘ », plusieurs lliéorènics relatifs à la symétrie binaire. On peut les 
appli(}uer aux Assemblages, en ne perdant pas de vue qu'un Sommet (|uel- 
«•on(jue peut être considéré comme étant le centre de symétrie de l'Assem- 
blage, et le lieu de croisement de ses axes et plans de symétrie. Je me 
bornerai à reproduire ici l'énoncé du théorème suivant (corollaire du théo- 
rème \II 1 de mon Mémoire), dont la démonstration directe n'oflrirait 
d'ailleurs aucune difficulté ; 

» |jors(|u’il existe deux axes binaires normaux l’un à l’autre, il en existe 
» toujours un troisième normal à leur plan. » 

TiiÉoRkME L1X-. — Ia"s nu'mcs systèmes de [langées et de plans réticu- 
laires se retrouvent dans l’yfssemblage dérivant du prisme droit centré et 
dans V Assemblage dérivant du meme prisme droit non centré. 

Le centrage du prisme n'est autre chose que l'intercalation d'un Sommet 
-.iir le milieu de l’une de ses quatre diagonales. Si l'on effectue la même 
intercalation sur tous les prismes de l'Assemblage, en opérant toujours sui- 
la diagonale parallèle à celle primitivement ehoisie, il est clair que l'on aura 
un Ass«‘inblage doublé, dans lequel, en vertu du théorème LUI, on devra 
retrouver les mêmes systèim*s de Hangéeset de plans niticulaires que dans 
r \ssemblage primitif. Doue, etc. 

Symétrie ternaire. 

ThÉorf-ME L\. — Dans tout Assemblage possédant un a.re ternaire, le 
[lé.seau des plans réticulaires normaux à l'a,te est à maille truxpiianglc . 

Soit M [Jîg. 1 1 et /?"'. 29) l’iin des Sommets de l’/Vs-semblage, choisi de 
manière à être aussi voisin que possible de l'axe de symétrie ternaire, 
sans être cependant sur cet axe. Par M, menons le plan normal à l'axe, et 
le coupant en O; enfin eoastruisoas le triangle équilatéral MNP autoiir 
de < ) comme centis». 

Si Oe.st un Sommet de r.\ssend)lage, le Réseau oflrira la configuration 
représentée fig. 1 1 : .M’, N', P' seront aussi des Sommets, et l’axe de symé- 
tne sera non-seulement un axe ternaire, mais, qui plus est, un axe sénaire. 
F.n effet, prenons le plan de la ligure {^g. 1 1) pour plan des-ry: il est claii" 
i)ue le Réseau des [)lans = = 1 , s = 2 , . . . , se projettera orthogonalement sui- 
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i-elui du plan s= o ; car, en tramportant le Réseau s = o sur le plan ; = i , 
jmrallèleinent à lui-même, il faut qu’aucun des Sommets de l’hexagone 
MM'NN'PP' ne se rapproche de l’axe. Dans ces conditions, la droite, 
menée par O normalement au plan de la figure, sera évidemment un axe 
scnaire. 

Ce cas restant réservé, nous admettrons, dans ce théorème et les sui- 
vants relatifs à la s^'/nétrir simplement ternaire, que le centre O {fig. aq) du 
triangle MNP n'est pas un Sommet de l’Assemblage, ce qui ne veut pas dire 
cependant que l’axe mené par ce point ne doit contenir aucun Sommet. 

I.ie triangle MNP {Jig- aq), résultat de la construction indiquée, sera évi- 
demment le triangle princijwl du Réseau : doue le Réseau sera à maille 
triéquiangle. 

Théorème I.XI. — Dans tout Assemblage à symétrie simplement ter- 
naire, deux plans réticulaires narmaux à l’axe ternaire, et séparés par 
deux plans réticulaires intermédiaires , ont des Réseaux (pii se projettent 
orthogonalcment l'un sur l'autre. 

Prenons le plus bas de ces quatre plans pour plan des xy, de sorte que son 
équation soit z = o. Je dis que le Réseau du plan ;= 'J se projettera ortho- 
gonalement sur le Réseau o. 

.Soit ABCDKF {Jig. aq) un hexagone régulier dont les sommets ajipar- 
tiennent au Réseau z = o, et par le centre O, qui est aussi un Sommet du 
Réseau, menons sur son plan une normale, qui sera un axe ternaire du sys- 
tème (théorème XLVll). Puis, transportons parallèlement à lui-même le 
Réseau z — o sur le plan s = i. Soit MNP le triangle principal du Réseau 
î = I , triangle dont la surface est percée par la normale élevt’e en O ; la 
figure représente la projection orthogonale de ce triangle sur le plan ; =o. 

Si 0 coïncidait avec la projection de l’un des Sommets M, N, P, les Ré- 
seaux se correspondraient daas les plans 3=o, ; = i, et la symétrie .serait 
sénaire . 

Ce cas étant exclu , la symétrie ternaire de la normale élevée en O exige 
que O coïncide avec le centre du triangle MNP; et, eomme ce dernier triangle 
doit avoir ses côtés parallèles à AB, AO, BO, il n’est susceptible que des deux 
positions, inverses l’une de l’autre, MNP, M'N'P'. Le triangle MNP, dont les 
sommets coïncident évidemment avec les centres de figure des triangles 
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AOF, BOC, DOE, peut être considéré comme provenant d’une translation, 
sans rotation, de AOB, ou de COD, ou de EOF. Le triangle .M'N'P', dont 
les sommets sont les centres de figure de DOC, EOF, AOB, proviendrait de 
la translation de l’un des triangles BOCi, DOE, FOA. 

Supposons doue que le Réseau z = i soit, en projection, le Réseau à 
lignes interrompues MNP... de la figure. .Alors, dans le losange AOFG, la 
grande diagonale 0(î devra passer par .M, et l’on aura, par des propriétés 
connues du triangle équilatéial, OM = -jfHî. Si donc on joint le Sommet O 
an .Sommet situé sur le plan c = i, et qui a .M pour projection, Sommet 
que je nommerai M, (et qui n’est point indiqué sur la figur**), l’oblique OM, 
sera l’origine d’une Rangée de paramètre OM,. En prenant sur cette Rangée 
une longueur 0(i, = 30.M,, le Sommet (J, (qui n’est point marqué sur la 
ligure) devra évidemment avoir sa projection en O, et, de plus, il appar- 
tiendra au plan : = 3. D’où l’on voit que le Réseau s = 3 se projette 
sur le Réseau s = o. 

Deuxième démonstration. — Soit 00'0"”0* (fig. 3o) l’axe ternaire pas- 
sant |)ar le Sommet 0 qui est censé appartenir au plan s = o; cet axe est 
coupé en O', O* j>ar les plans s= i, c= a, et au point O" par le plan 
; = 3. Le triangle écpiilatéral .M'N'l*' de la ligure est la maille triangulaire 
du Réseau du plan : = i , et il a son centre en O' sur l’axe ternaire. 

l’ar l’axe OC)*” et par l’un des trois Sommets M', N', 1*', par exemple 
par M', menons le plan M'OO'w' qui coupera N' F en son milieu m' et sera 
perjiendiculaire à cette ligne. Sur OP', ON', comme cotés, construisons le 
rliombe ON'P'M" dont le quatrième .Sommet .M" appartiendra à l’Assem- 
blage, sera situé dans le plan s = a, et sera, en outre, évidemment contenu 
dans le plan M'OO'w'. 

On aura alors 

M"0''= îO'w'= M'O', 

0"0"= OO', 

(X)'M'= 90°= 0'"0".M". 

Donc les triangles OO'.M' et 0'"(yM* sont égaux: donc .M*0” est égal 
et parallèle à O.M'; ainsi O" est aussi un Sommet de l’Assemblage (théo- 
ri-me XXX). Donc les Sommets du Réseau î = 3 se projettent orthogo- 
nalcment sur ceux du Réseau ; = o. 
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Sco/ie. — On voit facilement que le Réseau pointillé (Jig. aq) 

sera la projection orthogonale du Réseau du plan z = i. 

Si, au contraire, le Réseau M'N'P'... avait été la projection orthogonale 
du Réseau : = i , alors MM’... eût été celle du Réseau s = a. 

Corollaire. — Si, sur la Rangée OO,, l’on sup|>rinie le Sommet M,, ainsi 
que celui qui vient après .M, sur la même Rangée, et si l’on fait la même 
opération sur tout le système des Rangées parallèles à < H>,, et qui partent des 
Sommets du Rt^au z = o, on changera l’Assemblage ternaire en un Assem- 
blage sénaire qui aura pour noyau un prisme droit à base rhombe de (io et 
I uo degrés. Réciproquement, on passera de T.^sscniblage sénaire à l'Assem- 
blage ternaire correspondant, trois fois plus riche en Sommets, en intercalant 
deux nouveaux Sommets sur chaque paramètre d’un système de Rangées 
parallèles à l'une des deux grandes diagonales du prisme générateur à base 
rhombe. 

Mais il importe de remarquer que l’on obtient ainsi deux Assemblages 
distincts, selon que l’on a eboisi l'une ou l’autre des deux diagonales; ces 
Assemblages ont la propriété de coïncider, lorsipie l’on fait tourner l’un 
d’eux de i8o degrés autour de l’axe ternaire. Ainsi, d’un même Assem- 
blage sénaire peuvent dériver deux Assemblages ternaires, distincts par 
leur situation dans l’espace, un Assemblage ternaire direct et un Assem- 
blage ternaire inverse. 

Théorème LXII. — Tout Assemblage à symétrie simplement ternaire a 
pour noyau un rhomboèdre. 

Reprenons la Jig. 3o et la deuxième démonstration du tliéorème pré- 
cédent. Faisons tourner de i 20 degrés autour de OO'" le parallélogramme 
OM'O^M": le Sommet M' viendra se substituer successivement à N' et à F; 
le Sommet M" viendra se substituer à N" et à P". Or, de même que les 
quatre Sommets O, M, P', M’ fonnent un rhombe plan, OM'N'P", OM'P'N" 
seront aussi des rhombes plans égaux au précédent, et il est visible qu’il en 
sera de même des trois faces supérieures. 

Le solide ainsi obtenu sera donc un rhomboèdre, et comme il ne ren- 
ferme aucun Sommet de l’Assemblage, ni dans son intérieur, ni sur ses 

XX. UIP Cahier. lo 
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laces on arêtes, il [loiirra être considéré comme étant le jiarallélipijx’-de 
générateur on noyau de l’Assemblage. 

Corolhiiri'.. — On jx'iit aussi faire dériver l'Assemblage de l'un des 
tétraèdres élémentaires OM'N'P', 0"M*'N"'P"' {fig. 3o): les quatre som- 
mets snllisent pour fixer complètement le système entier de l’Assemblage ; 
mais ce tétraèdre n'est point un solide générateur proprement dit. 

Théobf.me LXIII. — Tout Assemblage à symétrie ternaire possède trois 
plans de symétrie passant par l’a-ve et perpendieulaires aux trois directions 
des côtés du triangle principal du Réseau des plans normaux h l'oxe. 

I.a /ig. 29 représente en projection orthogonale les trois Réseaux des 
plans 2 = 0 , z = i, 2 = a; tous les autres Réseaux dc's plans z = p tse pro- 
jettent sur les précédents, les Réseaux de la forme z = 3j sur le Réseau 
: = O, ceux de la forme z = 3j + i sur le Réseau s = i , ceux de la forme 
2 = 3 y -4- 2 sur le Réseau z — 9 .. Soit menée par O la droite OMI» nor- 
male au côté AF, et par cctle droite un plan normal au plan de la figure, 
(ie plan sera évidemment un plan de symétrie pour chacun des trois 
Késeaux; il sera donc un plan de symétrie de l’Assemblage. 

De même, les plans menés par O normalement aux côtés AR, RC seraient 
aussi des plans de symétrie; d’ailleurs la symétrie ternaire exige que ces 
plans soient au nombre de trois. Donc, etc. 

liCs plans menés par O, normalement au plan de la figure, et parallèle- 
ment aux côtés, ne sont pas des plans de symétrie de l’As-semblage. 

Scolic. — I.es crisLallographes «lésignent sous le nom de section prin- 
cipale du rhomboèdre, tout plan tel que {fig- 3o) fpii 

passe par l’axe géométrique du rhomboèdre et par deux de ses six sommets 
latéraux, tels que M' et M": (X)'^ est dit l’a.i:e du rhomboèdre. 

Ou voit, d’après cela, que les trois sections principales du rhomboèdr»" 
servant de noyau à un .Assemblage ternaire sont des plans de symétrie pour 
cet Assemblage. 

'I’hÉorkmk LXIV. — Dans les Assemblages à symétrie ternaire, tout 
côté de la maille triéepiiangle d'un Réseau normal à rare ternaire est un 
a.re binaire de i Assemblage. 

C’est une conséquence évidente des théorèmes LU et LXllI. On le 
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voit, d'ailleurs, clairement sur la fig. 29, en considérant le Réseau MN'P 
eoiiime appartenant au plan s = 1 , et le Réseau M'N'P' coiniiie appartenant 
au j)lan z — — 1 . Alors, après une rotation de 1 80 degrt-s autour de la droite 
AGI), M vient en P', P en M', etc. ; de sorte que le Réseau z = 1 prend la 
place du Réseau z = — 1 , et vice versa. De même, les Réseaux z—p et 
z~ — P se substitueraient l’un à l’autre; donc AOD est un axe binaire. 

Symétrie ipiaternaire . 

Tiikoreme I.XV. — Du/is tout Assemblage à axe de symétrie (juuter- 
riaire, le Réseau des plans réticulaires normaux h l’are f/uulernaire est 
à maille carrée. 

Soit M (Jig. 3 i) l’un des Sommets de l’Assemblage placé à la distance 
inininium de l’axe quaternaire, mais hors de cet axe. De M menons un plan 
normal à l’axe, et qui le coupe au point O ; puis, dans le cercle de centre O et 
de rayon OM, inscrivons un carré M dont M soit un des sommets : 

les quatre points M, M', M*, M" appartiendront au Réseau de ce plan. 
Alors, si le point O est l’un des Sommets de l’.'\sseinblage, le Réseau aura 
pour [larallélogramme générateur le carré et le carré 

dans le cas contraire. 

Théorème LXVT. — l’out Assemblage à axe de symétrie quateriMire 
dérive du prisme droit à base carrée, centré ou non centré. 

I/axe quaternaire possédant évidemment toutes les propriétés d'un axe 
binaire, le noyau de l’Assemblage sera un prisme droit à base parallélo- 
giamniique, centré ou non centré (théorème LV). 

Si le prisme n’est pas centré, tous les Réseaux des plans z=p se pro- 
jetteront sur celui du plan z = o normal à l’axe quaternaire, et il en résul- 
tera , en projection orthogonale, la disposition indicjuée par la Jig. 3 a. 

Si le (irisme est centré, les Réseaux des plans s = a y se projetteront en- 
core sur le Réseau à maille carrée : = o; mais, quant aux plans z = ay -(- 1 , 
la projection de leurs Sommets se (éra {fig. 3 a) sur le milieu de l’un des 
trois cotés du triangle principal ABC (théorème LV, scolie I): or elle 
ne peut se faire ni sur O', ni sur 0 ”; car le prisme droit élevé sur le carn- 
ARGD, comme base, aurait deux de ses faces latérales centrées, et les deux 

10. 
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autres non ccntn«s, résultat évidemment incom[»atible avec la symétrie des 
axes quaternaires menés par les Sommets A, B, C, D. Donc la projection 
du Réseau z = i se fera en O, c’est-à-dire sur les centres des carré-s du 
Béseau z = o, comme l’indique la Jig. i3. 

Corollaire 1. — I^e théorème LUI peut ctn» appliqué aux Assemblages 
ipiaternaires. IjCS mêmes systèmes de Rangées et de plans réticulaires se 
i-etrouvent dans l’Assemblage dérivant du prisme droit centré et dans 
l’Assemblage dédoublé que l’on obtient en sup|)riniant les Sommets placés 
aux centres des prismes. 

CoroUaire 11. — On peut substituer au prisme droit centré à base carrée 
l’octaèdre à base carrée de la Jig. «8; toutefois ce solide n'est pas un solide 
générateur de l’Assemblage. 

THéoBÈMF. I.XVIl. — Dons le cas du priime droit à hase carrée, non 
rentré, les quatre areites latérales sont des u.res de symétrie quaternaire : les 
parallèles à ces a.res menées par les centres des hases carrées sont aussi 
des ojces quaternaires ; mais ces a.res sont du genre de ceu.v que nous avons 
nommés a res intermédiaires, et ne renj'crmcnl aucun des Sommets de 
V Assemhlagc. 

'I’héorèmf. I a \ 1 1 1 . — Dans le cas du prisme droit centré à ba.se carrée, 
tous les a.res de symétrie quaternaire sont des Rangées, et ont pour para- 
mètre la hauteur du prisme. 

Théorème Ij\1\. — Dans tout Assemblage quaternaire, il e,vistc dès- 
plans de symétrie passant par l’a-ve, et dirigés, les uns suivant les côtés, 
les autres suivant les diagonales du carré générateur du Réseau normal 
à l’a-re quaternaire. 

CoroUaire. — Chaque côté et chaque diagonale du carré générateur du 
Réseau normal à l’axe quaternaire sont des axes binaires de l'Assemblage 
(théorème LII). 

néjlnitions. — Les axes parallèles aux côtés des carrés seront dits axes 
biliaires de première espèce; les axes parallèles aux diagonales de ces carrés 
seront dits axes binaires de detuvicme c.spcce. Les premiers ont le côté du 
carré, et les autres la diagonale du même can-é, pour paramètre. 
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Ces quatre systèmes d’axes se roupent sous des angles de 4 :’> degrés et 
de 90 degrés. 

Ces divers énoncés n’exigent aucune démonstration. 

Symétrie sénaire. 

Théorème LXX. — Dans tout /fsseinblage à turc sénaire, le Réseau des 
plans nnrmau.v à Va.re est à maille triéaptiangle, et les divers Réseau.r de 
res pituis se projettent orthogonalement les uns sur les autres. 

Soit .M (Jig. 1 1) l’un des Sommets, pris liors de l’nxe, au minimum de 
distance. .Menons par M un plan normal à l’axe, et qui le coupe au point O. 
Soit construit alors l’hexagone r»‘gulier .M.M'NN'PP' ayant son centre eu ( ). 
Chacun de ses sommets sera un Sommet de l’Assemblage, et il en sera de 
même du centre O. Ce plan étant pris pour plan des .vy, son équation sera 
z = o. 

Sur les plans réticulaires 5=1, z = la même démonstration est 

ap|)licablc; l’intersection de chacun de ces plans avec Taxe sera aussi un 
Sommet. Donc les Réseaux de ces plans coincident, en projection orthogo- 
nale, avec le lléseau du plan := o. D’ailleurs il est évident que ces Réseaux 
sont à maille triéquiangle. 

Corollaire . — L’axe sénaire est une des Rangées de rAssemblage, et 
celte Rangée est conjuguée avec son plan normal. 

Théorème LXXI. — Tout Assemblage a a.ve de symétrie sétuiirr dérive 
il' un prisme droit à hase triéi/uiangle. 

C’est une eons«-quence du corollaire précédent. Si sur le rhombe 
O.MM'IN {Jig. Il) on élève un prisme droit ayant pour hauteur l'inter- 
valle qui sépare le plan : = o du plan z = i, ce solide sera le parallé- 
lipipède générateur de l’Assemblage, puisque OM et ON sont deux Rangées 
conjuguées du Réseau du plan OMM'N. 

r.c prisme droit de meme hauteur et de base triangulaire OMM' peut 
aussi être pris pour solide générateur de l’Assemblage. 

Corollaires. — Toutes les Rangées parallèles à l'axe sénaire sont aussi 
des axes sénaircs. 
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Toute parallèle à l’axe séuaire menée par le centre de l’un des trlanglo 
écjuiangles du Réseau normal à l’axe est un axe intermédiaire, dont la 
symétrie est ternaire. 

Toute parallèle à l’axe sénaire menée par le milieu de l'un des côtés des 
triangles équiangles du Réseau ; = o c.st aussi un axe intermédiaire, mais 
de symétrie binaire. 

Tous les plans réticulaires normaux à l’axe sénaire sont des plaas de 
svmétrie. 

Tous les plans réticulaires passant par l’axe sénaire et parallèles aux 
(■ôté-s des triangles du Réseau s = o sont des plans de symétrie; il y a 
trois systèmes distincts de tels plans. 

Tous les plans réticulaires passant par l'axe sénaire et perjiendiculaires 
aux côtés des triangles <lii Réseau z = o sont aussi des plans de symétrie; 
il y a trois systèmes distincts de tels plans. 

Dans chacun des tiiatigles équiangles du Réseau z = o, cha(|ue côté 
est un axe de symétrie binaire de l’Assemblage; il y a trois systèmes de 
tels axes, et ces axes .sont de même espèr-e. 

Dans ces mêmes triangles, chaque normale à un côté menée par le 
sommet opposé est aussi un axe de symétrie binaire; il y a trois systèmes 
de tels axes: ces axes sont de même espèce entre eux, mais d’espèce dillé- 
rente de celle des précédents. 

/hlfiiiitivns. — I.es axes parallèles aux ci’>tés seront dits axes binaires 
lif première espèce; les axes perpendiculaires aux côtés, et dont le para- 
métré est la grande diagonale du rhombe générateur du Réseau z = o, 
s«-ront dits axes binaires de deuxième espèce. 

Os six systèmes d’axes se coupent entre eux sous des angles de ’io, 
lio et ()o degrés. 

Théoukmk I.WIl. — Si, dans un Assemblage à symétrie simplement 
ternaire, on supprime, parmi les Iiéseau.r des plans réticulaires normau.r 
à l'ajc, ceux: tpii ont un numéro d’ordre non divisible par 3, on obtient 
un Assemblage à symétrie sénaire: toutes les Rangées et plans réticu- 
laires de r Assemblage primitif se retrouvent dans le nouvel Assemblage. 

l.a première partie de la proposition énoncée a déjà été démontrée 
(tliéorimie I,\I, corollaire); la suppression indiquée revient à aniiulei 
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(leux Sommets sur trois, sur chacune des grandes diagonales des prismes 
droits géni^rateurs à base rhonibe. Or nous avons vu (théorème LUI) <|ue 
l'intercalation de nouveaux Sommets, ou la suppression des Sommets inter- 
calés, dans un système de Rangées parallèles, n’altère pas les divers systèmes 
de Rangées ou de plans réticulaires, du moins quant à la direction de ces 
systèmes. 

La suppi'ession des plans à indice non multiple de 3 modifie les systèmes 
de Rangées, soit en rendant leur densité trois fois moindre, soit en ren- 
dant leur paramètre trois fois plus grand. Elle modifie les systèmes de [ilans 
réticulaires, soit en triplant l’épaisseur des strates, soit en triplant faire de 
la maille génératrice des Réseaux de ces plans. 

Symétrie tert/uaternaire. 

I>es énoncés des théorèmes qui vont suivre, et la définition de la j>age 8<>, 
indiqueront cc que l’on doit entendre par la symétrie ter</uatcrnaire. 

Théorème LXXIII. — Lorsqu’un y/sscmhlage possède deux a.res de 
symétrie ternaire non parallèles, il en possède quatre, disposés comme le 
sont les quatre grandes diagonales d'un cube, c'est-à-dire se coupant sous 
l’angle 7o"3i'44*^ dont le cosinus est égal à et il ne peut en posséder 
un plus grand nombre. 

Soient 0.\ et OR (Jig- 34) les deux axes de symétrie donnés partant 
d’un même Sommet O, et prolongeons-les jusqu'à la rencontre d'une sur- 
lk<;e sphérique de centre O et de rayon égal à i . Menons l’arc de grand 
cercle .\B, et faisons tourner le système OAR de 1 20 degrés autour de OR, 
jusqu'à ce qu’il arrive en OCR, puis de lao degrés autour de OC, etc.; 
nous arriverons facilement par cette voie à démontrer que les axes ternaires 
sont assemblés, ou bien comme les quatre diagonales d’un cube, ou bien 
comme les dix diagonales d’un dodécaèdre régulier; mais si l’on nomme a 
{Jig. 34) le centre du polygone régulier sphérique ABCD... ainsi obtenu. 
Ou devra être aussi un axe de symétrie tel, que la restitution des Sommets 
s’opère après une rotation égale à l'angle AaïC, autour de Ou; or, chins le 
cas du dodécaèdre régulier, on aurait 

Aû.C = i44“, 


Digitized by Google 



8o 


m^MOIRE 


;ii)};le qui ne peut jamai» ( vojr'ez le corollaire du théorème XL VI ) produire 
la restitution des lieux des Sommets : donc le cas de dix axes ternaires as- 
semblés comme les diagonales d’un dodécaèdre régulier doit être exclu; 
donc, etc. 

(icux de nos lecteurs qui désireraient une démonstration plus développée 
de ce théorème, la trouveront dans mon a .Mémoire sur les Polyèdres de forme 
.symétrique ». Je me borne à rappeler que j'ai démontré dans ce .Mémoire : 

i". Que lorsqu’il existe dans un polyèdre deux axes d’ordre supérieur 
au <leuxièiiie, le polyèdre est sphéroéclricjuc ( tbéorème XL de mon 
Mi’moirc) ; 

1 °. Qu’il existe deux groupes de polyèdres sphéroédriqucs, les (piatcr- 
Icrimircs, ayant quatre axes ternaires assemblés comme le sont les quatre 
diagonales d’un cul)e, et les d^ceni ternaires, ayant dix axes ternaires assem- 
blés comme le sont les dix diagonales d’un dodécaèdre régulier (corollaire 
du théorème XLIII, même Mémoire); 

'1°. Que les polyèdres décc/nlernaires ont en même temps dix axes 
((iiinaires (théorème LU, même Mémoire). 

(knnme les .\.ss<îmblages ne peuvent jamais posséder d’axes quinaires, 
ils ne peuvent, par consé<|uent, avoir dix axes ternaires. 

De là résulte clairement que tout Assemblage qui a deux axes ternaires 
rentre dans la catégorie des polyèdres quatertcrnaircs , et meme dans la 
<‘atégorie spéciale des polvcdres (pintcrternaires à centre de symétrie, 
puisque chacjue Sommet d’un Assemblage peut être pris pour son centre 
de symétrie. Ainsi le théorème actuel est complètement démontré. 

Théokkmf. L.XXIV. — Le plan de jonction de deux axes ternaires non 
parallèles est un plan de symétrie de l\4ssemhla"e. 

Soient 0\ (fig- 35) l’un de ces axes, et OH le second axe: du Sommet O, 
et d’un rayon OA égal à i, décrivez une surface sphérique; menez l’arc 
tie grand cercle AH, et les arcs de grand cercle AC, .\D, tels, que l'on ait 

B.\C=iao% BAD = 12o“, AC = AD = AB. 

Par ÜA passent trois plans de symétrie (théorème LXIII) (jui couperont 
la sphère suivant trois grands cercles. Si ces plans n’étaient pas dirigés 
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suivant AB, AC, AD, ils le seraient suivant Ah, Ac, Ad; B, C, D auraient 
des homologues en B', D': ainsi non-seulement OB, OC, CD seraient 

des axes ternaires; mais il en serait de même de OB', (Xi', OD', ee qui est 
eontraire au théorème préeédent. Doue OAB, OAC, OAD sont des plans 
de SYTuétrie; ce sont, de plus, les trois sections principales du rhomhoèiire 
générateur dont l’axe est dirigé suivant OA. 

'rnÉoBÈME T.XXV. — Ixs bissectrices des angles 7o"3i'44*» I 09 "a 8 ' iB", 
ijue forment entre eux deux axes ternaires, sont des axes de symétrie pour 
te Réseau du plan réticulaire qui unit ces deux axes. 

La démonstration de ee théorème se déduit facilement des prlncip<‘.s 
exposés dans mon « Mémoire sur les l’olyèdres de forme symétrique » : car 
il en résulte que la bissectrice de l’angle obtus (ioq°a8' i6") de deux a.xes 
ternaires d’un polyèdre quaterternaire est toujours un axe de symétrie 
binaire ou quaternaire du polyèdre (théorème XLIV de ce Mémoii-e); donc 
cette bissectrice est un axe de syinétrie pour les Réseaux de tous les plans 
réticulaires qui pa.ssent {>ar cette droite. La bissectrice de l’angle aigu des 
deux axes ternaires sera donc aussi un axe de symétrie du Réseau de leur 
plan (théorème XII). 

Problème XX.IX. — Trouver les Assemblages qui possèdent quatre axes 
de symétrie ternaire. 

Dans un Assemblage quelcompie à noyau rhoniboédrique, soit 00' 
(fg. 30) l’axe ternaire, de paramètre (X)'; O, O' sont deux Sommets, et 
l’une des trois sections principales est prise pour plan de la figure. Soit 
AOA'O' cette section principale : .si par les Sommets O, A, A', O' on ima- 
gine des plans Of)H, AmB, A'/n'B', (l'O'H' normaux à l’axe, ces plans 
pourront être considérés comme ayant pour éijuations 

; = o, s = i, z—i, î=3; 

ils divisent donc le paramètre de l'axe 0(J' en trois parties égales. 

Maintenant nommons 

M l’angle du rhomboèdre, c’est-à-dire l'angle que forment entre elles 
deux faces de ce rhomboèdre passant toutes les deux par O, ou toutes les 
deux jiar O'; 

XXXllP Cahier. il 
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a le paramètre des axes binaires de l’Assemblage, c'est-à-dire la lon- 
gueur des côtés du triangle équiangle formant la maille du Réseau des plans 

Z ^ O, 2 = 1,,..} 

d le paramètre de l’axe ternaire, c’est-à-dire la longueur 00'. 

II est aisé de voir que l’on a, quel que soit l'angle m du rhomboèdre, 

Am = m' ■=■ a, 

Om = mm'= 0'm'= | d ; 

l’angle ,u dépend du rapport existant entre les paramètres a et d, et 
l’on trouve facilement que cette dépendance est exprimée par la formule 

(Ira) tang’ i M = J. -I- f 

Ces préliminaires, qui s’appliquent à tous les Assemblages ternaires, 
étant posés, cherchons la condition pour que l’Assemblage possède quatre 
axes ternaires. 

Prenons pour plan de la figure le plan de jonction de 00' avec le 
deuxième axe ternaire, qui sera OA. On sait: i® que ce plan sera l’une des 
trois sections principales du rhomboèdre à axe 00' (théorème LXXIV) ; 
a® que l’on doit avoir 

cos mOA = I (théorème LXXIII), 

d'où il résulte que l’on a 

OA = 30m = 00'; 

3“ que la bissectrice OM de l’angle AOO' est un axe de symétrie du Réseau 
du plan de la figure (théorème LXXV). 

D’où l’on voit que, si l’on mène AM parallèle à 00', O'M parallèle à OA, 
la figure OAMO' sera un rhombe dont les tjuatre sommets seront des Som- 
mets appartenant au Réseau du plan de la figure, et dont les diagonales OM, 
AO' seront des axes de symétrie du Réseau (théorème LXXV). Si mainte- 
nant on partage OA en trois parties égales 0«, ««', n'A, les plans normaux 
à OA, passant [wr O, n, n'. A, viendront couper la bissectrice OM en C, B', 
N. Comme les Sommets de notre Réseau ne peuvent se rencontrer, d’une 
part, que sur le système des Rangées G'O'II', .Vm'B', BmA, d’autre part, 
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que sur le système des Rangées APN, n'RB'Q, «CO', ces Sommets ne doivent 
èti'e cherchés que sur les points d’intersection de ces droites. Mais d’abord 
il est évident que les quatre points R, P, Q, D' ne peuvent appartenir k 
l’Assemblage; car, si le point D' était dans ce cas, en le faisant tourner 
de 120 degrés autour de OO', il viendrait en un lieu de l’espace tel, 
qu’il aurait u pour projection sur le plan de la figure, et serait situé dans 
l’intérieur de la strate comprise entre les deux plans menés par O et « nor- 
malement à OA, ce qui est évidemment impossible. Donc les points C, R', 
\ peuvent seuls être des Sommets, dans l’intérieur du rhombe OAMO'. 
Donc le nombre des solutions se réduit k trois, le paramètre de la Rangée 
tKlB'M étant nécessairement égal kOM, ou à 0B'= -jOM, ou kOC = jOM. 

Première solution. — Le paramètre de la Hangéc bissectrice est égal 
(I OM. Le parallélogramme A0.\'0' est alors la section principale du rhom- 
boèdre ayant OO' pour axe. 

(ie rhomboèdre est complètement déterminé par l'équation 
Am’ = OA’ — Om’ = J rf’, 

d'où l’on tire 

«’= 3 Am’= 
tang’ I M = 3, M = 1 20 ®. 

L’Assemblage dépendant du rhomboèdre de 1 20 degrés auquel nous 
sommes ainsi conduits, peut être obtenu en centrant tous les cubes d’un 
/Assemblage k noyau cubique. En effet, le point O pieut être considéré 
<Njmme étant le plus bas Sommet d’un cube dont le centre serait en O' et 
le Sommet supérieur en O*; le parallélogramme 0A'0"M serait sa section 
principale suivant la diagonale 00"; le Sommet A serait le centre de 
l’un des six cubes qui se juxtaposent à 0A'0"M suivant chacune de ses 
faces. 

Deuxième solution. — Le paramètre de la Rangée bissectrice est égala 
OB'. Le rectangle OB'O'B est alors la section principale du rhomboèdre 
qui a 00' pour axe. L’arête O' B' du rhomboèdre étant normale à la face 
qui a O' B pour trace, on voit que le rhomboèdre correspondant est un 

II. 
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<nibe. (^n cli'diiirait aussi ce résultat «les formules 

rt’ = 3 B/« = I Aw« = J f/% 
tang’ i« = | + i = i, M = 90". 

Troisième solution. — Ia; par tut /être fie la Ilangéc bisscrtricc est égal a 
(iC,. Dans ce cas, O, (j, B', N, M sont des Sonuncts de l' Assemblage. I.a 
sectiofi prim-ipalc est OCO'C'. On a, alors, 

rt’ — 3C/« = J Bw* =: i «/’, 

tang^iM = i + i = i, M=7o“3.'4r. 

D’après la valeur, 7o"3i'44'^i tl** l’angle dièdre «lu rliomboèdi-e généra- 
teur, on r«-eonnait «pi’il se termine supérieurement et inférieurement par 
deux tétraèdres réguliers. On a, d’ailleui’s, 

dü’ = (d 7/’ -4- c7//’ = i «/’ -I- .^ «/> = i æ = n\ 

ce qui prouve bien «jiie les trois fa«-es latérales de ce tétraèdre sont des 
triangles «•«piilatéraux. 

I,es Sommets C, G' occupent les centres de deux di*s faces du cube à sec- 
tion j)rinei[>ale OBO' B'; les quatre Sommets «pii se projettent orthogonale- 
ment en D «'t D', sur le plan de la figure, occupent les centres des quatre 
autix’s faces du même cube. Ainsi l’Assemblage actuel peut èti-e considéré 
comme dérivant d’un cube ayant scs six faces centrées. 

Kn r«’sunié, le cube, le rhomboèdre de lao degrés (rhomboèdre tangent 
extérieurement au cube, suivant le langage d«‘s ci'istallographes), et le rhom- 
boèdre de 70"3 i' 44*’ (rhomboè«lre tangent intérieurement au cube), sont 
les seuls rhombo«*dres qui puissent servir de noyau à un .Vssemblage jios- 
sédant quatre axes ternaires. 

'rnÉORÈME LXW J. — JLes Assemblages qui possèdent quatre axes ter- 
naires possèdent aussi trois ares quaternaires . 

On peut substituer aux trois rhomboè«lr« s que nous venons d'obtenir le 
cube centré, le cube non centré et le cube à six faces centrées. Or chacun de 
ces solides possède évidemment trois axes quaternaires ; ce sont les lignes 
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qui joignent deux à deux les centres des faces opposées de ces cubes. Ces 
axes quaternaires sont rectangulaires entre eux. 

Théorème LXXVII. — Ijorsquil existe daut axes de symétrie f/uuter- 
noire, il en existe trois assemblés rectangulnirement, et il ne peut en exister 
un plus grand nombre. 

Ce tliéorème se démontrerait comme le théorème I.XXlll. f.es intereee- 
tioas des axes avec la sphère de rayon i forment un système de six points 
répartis de manière à figurer les sommets d’un octaèdre régulier inscrit ; 
donc, etc. 

C’est d'ailleurs une conséquence immédiate du théorème XLl de mon 
« Mémoire sur les Polyèdres de forme symétrique ». 

Problème XXX. — Trouver les yJssemblages <pti possèdent trois oxn 
f/uatcrnaircs. 

Le solide générateur de tout .Assemblage à un axe quaternaire €*st un 
prisme droit à base carrée, centré ou non centré (théorème l.XVI). Soit 
donc OACB {Jig. 3y) la base de ce prisme, O, A, C, H étant des Sommets 
de l’Assemblage. 

Soient a le paramètre des Rangées dirigées suivant les côtés de ce carré, 
d le paramètre des Rangées normales à .son plan. 

las» deux axes quaternaiix’s qui restent disponibles sont nécessairement 
situées dans le plan OACB (théorème LX.XVII); ils sont donc dirigés sui- 
vant O.A, ()B, ou suivant (Kî, (iOE; sans cela, la symétrie binaire rpie 
pos.sèdent ces dernières lignes (théorème LXIX , corollaire) doublerait le 
nombre des axes quatei naires, ce qui serait contraire au théorème LXX V 1 1 . 
De là résultent les trois solutions suivantes : 

Première solution. — Si le prisme n'est pas centré, les axes situi'-s dan,% 
le plan de la figure ne peuvent être OC et COE; car une rotation de 
90 degrés autour de (Xi amèneiait dans l’intérieur du prisme indéfini qui 
a OACB pour base, et qui doit rester vi<le de tout Sommet dans son inté- 
rieur: mais l’on peut prendre (J.A, OB pour axes ipiaternaires, et, en faisant 
tourner (^ACB de 90 degrés autour de 0.\, on voit t|ue l'on aura 

d — a. 

Ainsi, dans ce cas, le solide générateur est un cube non centré. 
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Deuxième solution. — Si le prisme est centré, soit D son centre (que 
l’on n’a point marqué sur la figure), se projetant orthogonalement en d sur 
1 <* centre du carré f)ACB. 

Si les axes quaternaires disponibles sont alors dirigés suivant OA , OB, 
une rotation de OACB autour de OA, égale à 90 degrés, fera voir que 
l’on a, comme précédemment, 

a = d. 

Le point D occupera le centre du cube ayant OACB pour liase; le solide 
générateur est alors un cube centré. 

Troisième solution. — Enfin , si les axes quaternaires disponibles sont f)C 
et GOE, en effectuant une rotation de 90 degrés autour de OC, on voit que 
A viendra en D; d’où l’on déduit 

Drf = Arf = a y/jj 

et, en doublant cette liauteur, on aura la hauteur du prisme générateur, 
savoir, 

d ■= a ^/a . 

Mais, si l’on prend alors le carré OCEE pour base, le prisme se change évi- 
demment en un cube centré sur ses six faces. 

Corolluire. — I^es trois genres d’Assemblages que fournit la solution du 
problème XXX coïncident avec les trois genres d’Assemblages que fournit 
la solution du problème XXIX. 

11 en résulte que les Assemblages (jui possèdent trois axes de symétrie 
quaternaire possèdent «piatre axes de symétrie ternaire, et vice versa. 

Théorème LXXVIII. — Tout Asscmhla.gc (jui possède en même temps 
un axe ternaire et un axe quaternaire, possède trois axes quaternaires et 
quatre axes ternaires. 

Les trois axes quaternaires sont une conséquence de la symétrie propre à 
l’axe ternaire donné ; l’Assemblage possède donc aussi quatre axes ternaires 
(corollaire précédent). 

Définition. — Xous nommerons dorénavant Assemblages terquatrrnaires 
les trois genres d’ Assemblages dont nous venons de constater l’existence, et 
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qui possèdent en même temps trois axes quaternaires et quatre axes ter- 
naires. symétrie qui caractérise ces Assemblages sera dite symétrie ter- 
fjuaternaire. La présence simultanée de deux de ces sept axes suflit pour 
constater la symétrie terquaternaire. 

Théorème LXXIX. — Tout Assemblage terr/uaternaire possède six axes 
binaires qui bissèquent les angles droits que forment les axes quaternaires 
eombinés deux à deux. 

Soient .v'Ox, y'Oy, z'Oz (Jig. 4^) trois axes quaternaires se coupant au 
Sommet O; la symétrie de Taxe quaternaire Os exige que les deux bissec- 
trices des angles .rOy, x'Oy soient des axes binaires (théorème LXIX , 
corollaire). Il en serait de même pour les quatre autres bissectrices. 

Théorème LXXX. — Tout Assemblage terquaternaire possède trois 
plans de symétrie joignant dcu.T à deux les axes quaternaires, et six autres 
plans de symétrie joignant deux à deux les axes ternaires, mais d’autre 
espèce que les trois précédents. 

La présence des trois axes quaternaires exige que les plans réticulaires 
normaux à ces axes soient des plans de symétrie de l’Assemblage (théo- 
rème LII). Les six axes binaires nécessitent de même six plans de symétrie 
qui leur soient normaux; du reste, on a déjà vu (théorème I.XXIV) que le 
plan de jonction de deux axes ternaires était un plan de symétrie : un tel 
plan est évidemment normal à l’un des six axes binaires du système. 

Scolie. — Pour se figurer la position mutuelle de ces axes et plans, on 
peut considérer un culie dont le centre coïncide avec leur point de con- 
cours. Les quatre diagonales du cube sont les axes ternaires; les trois 
droites, joignant deux à deux les centres des faces opposées, sont les axes 
quaternaires; les six droites, joignant deux à deux les milieux des arêtes 
opposées, sont les axes binaires ; les plans menés jiar le centre parallèle- 
ment aux faces sont les trois plans de sjTnétrie de première espèce; les plans 
menés par deux arêtes opposées sont les six plans de symétrie de seconde 
espèce. 

On peut également diviser la surface de la sphère en huit triangles tri- 
rectangles, au moyen de trois grands cercles: les sommets Q, Q', Q*',..., 
de ces triangles sont alors des extrémités d'axes quaternaires; les centres 
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T, T', T",..., tic ces nicnies triangles sont des extrcmitcs d’axes ternaires, et 
les milieux 15, B', B",..., de leurs côtés sont des extrémités d'axes binaires. 

On a, en se bornant à considérer les plus petits des angles formés par 
ces axes, et en nommant O le centre de la sphère, les relations angulaires 
suivantes ; 

Q(X)'= po", gOT = 

TOT' = 70 » '5 1 ' 4 r, fH )B = 4 5", 

BOB' = 60 ", TOB = 3 5” 1 5' 5a'. 

Théorème LXXXI. — S’il existe duns un .Assemblage un axe de 
métrie sénaire, il ne peut y exister ntu un autre a,i e fpte des axes binaires 
situés dans le plan normal à cet a.ce. 

F.t d'abord il ne peut exister simultanément deux axes sénaircs, puisqu’il 
n’existe aucun polyèdre régulier dont les angles plans s’assemblent six par 
six à chaque sommet ( l'qre: les démonstmtions des théorèmes LXXIII 
et F AXVll, ou mieux encore le théorème XLI de mon « Mémoire sur les 
Polyèdres de forme symétrique «). 

S’il existait dans l’A-ssemblage un axe ternaire ou (]uaternaire, oumème 
un axe binaire oblique à l’axe sénaire, la symétrie propre à cet axe forcerait 
Taxe sénaire à se répéter, et il y aurait au moins deux axes sénaircs dans 
l’Assemblage, ce cjui n’est pas possible, d’après la remarque précédente. 

Classification des ylssemblages symétriques. 

Au point de vue de leur symétrie, on peut distinguer sept classes d’ Assem- 
blages <jue je désigne de la manii-re suivante : 

Première cUase. — .Assemblages terquaternaires. Trois axes quaternaires, 
quatre ax«*s ternaires et six axes binaires, disposés comme le sont les lignes 
joignant deux à deux, dans un cube, les centres des faces opposées, les 
sommets opposés et les milieux des arêtes opposées. Trois plans de symé- 
trie normaux aux axes quaternaires; six plans de symétrie normaux aux axes 
binaires. 

Trois modes d’arrangement distincts ; 

I,c cube; 
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•a". [,e cube centré, que l'on peut remplacer par le rhomboèdre de 
I to degrés ; 

r,e cube à faces centrées, que l'on peut remplacer par le rhomboèdre 
de 7o“'{i'44"’, ou par le prisme centré, à base carrée, dont la liauteur égale 
le côté de la base multiplié par y/a. Le tétraèdre régulier et l'octaèdre 
régulier peuvent aussi servir à la dérivation de ce troisième mode. 

Dctu-ième dusse. — Assemblages séiiaires. ün axe séiiaire normal à un 
plan réticulaire dont le Réseau est à maille triéqiiiangle; trois axes binaires 
de première espèce, parallèles aux côtés du triangle principal ; trois axes 
binaires de deuxième espèce, parallèles aux liauteui's. 

Lu plan de symétrie normal à l'axe sénairc; trois plans de symétrie de 
meme espece, normaux aux axes binaires <le la première espèce; trois plans 
«le symétrie «l'une autre espèce, normaux aux axes binair«fs de la deuxième 
espèce. 

lin seul mode d'arrangement, indicpié par les six soiumets d'un prisme 
«Iroit à base triécjuiaiigle. I^e parallélipipède générateur est un prisme droit 
dont la base est un rliombc de (io et i ao «legrés. 

Truisicme du.tse. — Assemblages quaternaires. Un axe «|uaternaire nor- 
mal à un plan réticulaire dont le Réseau est à maille carrée; deux axes 
binaires de première es[)èce, {wrallcles aux ci'ités de ee carré; «leux axes 
binaires de deuxième espèce, parallèles aux diagonales. 

Ün plan de symétrie normal à l'axe «piaternaire; deux plans de symétrie 
de même espèce, normaux aux axes binaires de la première espèce; deux 
plans de symétrie d'une autre espèce', normaux aux axes binaires de la 
deuxième espèce. 

Deux mod(‘s distincts d'arrangement : 

i". I.e prisme droit à base carrée; 

a". I.e prisme droit à base carrée, centré; on peut lui siilistituer un 
octaèilre droit à Iwse carrée. 

Oiuiirième dusse. — Assemblages ternaires. Un axe ternaire Donnai a 
un plan réticulaire dont le Réseau est à maille tri«M]uiangle; trois axes bi- 
naires «le meme «•spèce, parallèles aux côtés du triangle jirincipal. 

Trois plans «le symétrie pas.sant par l'axe ternaire et jierpeiuliculaires 
aux ax«;s binaires. 

XXXUV Cnhrr n 
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Un soûl mode d’arrangement indiqué par les liuit sommets d’un rlumi- 
lioédre. 

( ’inijuiènie classe. — Assemblages terbinaires. 'l’rois axes de symétrie 
binaire, rectangulaires entre eux, tous les trois d'espèces différentes ; trois 
plans de symétrie joignant ces axes deux à deux. 

Quatre modes distincts d'arrangement : 

I Le prisme droit à base rectangle ; 

a". Le prisme droit à base rectangle, centré; on peut lui siibstitiier 
l oetaèdre droit à base rectangle; 

'i“. IjC prisme droit à base rbonibe; on peut lui substituer un pri.sme 
droit à base rectangle, centré sur ses deux bases, ou sur deux de ses faces 
latérales, parallèles et oppost-es l’une à l’autre; 

i". Le prisme droit à base rbonibe, centré; on peut lui substituer 
l'octaèdre droit à base rbombe, dont les trois sections principales sont des 
rliombes. 

Sivième classe. — A.sscmblages binaires. Un seul axe de symétrie biimire ; 
un seul plan de symétrie normal à l’axe, et dont le Réseau a pour triangle 
principal un triangle acutangle quelconque. 

Deux molles distincts tl’arrangement . 

i". Le prisme droit à base parallélogrammique, non centré; 

:j“. Le jirisme droit à base parallélogrammique, centré; on |>eut lui sub- 
stituer le |)risme droit à liasc parallélogrammique, ayant deux de ses laces 
latérales centrées. 

.Septième cleu.fe. — Assemblages asymétriques. Aucun axe, aucun plan 
de symétrie. 

Un seul mode d’arrangement : 

l.e prisme oblique à base parallt-logramniique. 

Le tableau suivant indique le nombre des axes de symétrie dans les 
diverses classes d’ Assemblages : 
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On voit, (l’ajirc-s ce tableau, que le nombre total des axes suflit pour 
iléfinir coinpiétenient chacune de ces classes, |niis(|u’il est nécessairement 
l'un des sept nombres i 3 , 7, 5 , 4 i "It i> o; le premier de c«*s nombres 
exprime le plus haut degré de symétrie qui puisse se présenter dans un 
Vssemblagi’. 

Relativement à l'espèce des axes, 011 remarquera : 

1". Que les axes tpiaternaires sont toujours de même espèce; 
a®. Qu'il en est de même des ax«»s ternaires; 

3 ". Mais que cela n’est pas toujours ainsi |JOur les axes binaires. 

Nous nommons ax«'s binaires de premitre espèce, ceux de plus petit |jara- 
mètre ; axes binaires de deuxii'me espère, ceux dont le paramètre est plus 
grand que celui des axes de la première espèce, mais moindre que celui des 
axes de troisième «■spèce, si ces derniers axes se rencontrent dans l’Assem- 
blage; axes binaires de troisième espèce, ceux à paramètre maximum. 

la; tableau suivant olli e la distribution des axes binaires par ("spèees, pour 
chacune de nos six premières classes. J'y ai ajouté le nombre des plans de 
syinétrie qui caractérisent la clas.se ; chacun tl’eux correspond à un axe 
binaire, quaternaire ou sénaire qui lui est normal. 

Relativement aux plans de symétrie de même espèce ou d'espèces dillé- 
rentes, on se guidera sur la règle suivante : « A des axes <l'ordre pair et de 
» même espèce correspondent toujours des plans de symétrie de memf 
M espèce; réciproquement, si les axes sont d'espèces diflerentes, les plans de 
/» symétrie qui leur sont normaux sont aussi d’espèces dill’érentes. » 

f.e nombre total des plans de symétrie est toujours égal au nombre total 
<les axes d’ordre pair qui existent dans l’Assemblage. 

II. 
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l>e nombre maximum de ces plans de symétrie est donc égal à 9. 
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Dans la deuxième classe (Assemblages sénaires), le paramètre des axes 
binaires de première espèce étant 1 , celui des axes de deuxième espèce est 
toujours égal à y/3. 

Dans la troisième classe ( Assemblages quaternaires), le paramètre des axes 
binaires de preniièi'e espèce étant 1 , celui des axes de deuxième espèce est 
toujours égal à y/ 2 . 

Dans la cinquième classe ( Assemblages terbinaires), les rapports sont indé- 
terminés. 

jXotations symholitjnes de la symétrie des Assemblages. 

.Si, par l’un des Sommets d’un Assemblage, on fait passer tous les axes et 
plans de symiétrie qui lui sont propres, on pourra considérer l’Assemblage 
comme un polyèdre dont le centre est au Sommet que l’on a <-boisi. 

On nomme centre de s^-inctrie dans un polyèdre un point central ainsi 
situé, qu’en le joignant à un sommet quelconque du polyèdre, et pro- 
longeant la droite de jonction , au delà de ce centre, d’une quantité égale à 
elle-même, le point ainsi obtenu soit aussi un sommet du polyèdre, lequel 
.sera dit V homologue du sommet primitif, par rapport à ce centre de 
symétrie. 

Tous les polyèdres ne sont point pourvus d’un tel centre «le symétrie; 
lorsqu’il existe, sa présence y introduit un élément particulier de symétrie 
dont il est important de tenir compte. 

Dans un Assemblage quelconque, tous les Sommets sont évidemment des 
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i-eiitres de symétrie; cette multiplicité de centres est en rapport avec la mul- 
tiplicité que l’on observe dans le système des axes de symétrie parallèles à 
un axe donné. 

f )n peut appliquer aux .\ssemblages les mêmes notations symboliques ipii 
m’ont servi à représenter la symétrie des polyèdres ordinaires (lUémoire sur 
les Polyèdres de forme symétrique, yon/via/ de .Mat/iématû/ues, tome XIV). 

Dans les symboles que j’ai adoptés, la lettre C indique un polyèdre pourvu 
d’un centre de symétrie; ce symbole devin évidemment se présenter dans 
toutes les expressions de la symétrie des Assemblages. 

Les lettres A, I,, 1/ désignent des axes de symétrie; A*, L'% des 

axes binaires; A’, I/...., des axes ternaires, et ainsi de suite, l'indice supé- 
rieur indiquant le numéro d'ordre de la symétrie de l’axe. 

La lettre A s’applique toujours à l'axe principal, seul de son espèce. 

I,e nombre des axes de même espèce est indiqué par le coeflicient ijui 
précède la lettre symliole de ces axes; ainsi la notation (A*, 3L’, 3L'’) 
indique un axe principal sénaire combiné avec trois axes binaires d'une 
certaine espèce, et avec trois autres axes binaires d’nnc autre espèce. 

plans de symétrie sont désignés par les lettres n, P, P'; on affectera 
la lettre fl au plan de symétrie nonnal à l’axe principal A ; les symboles 1*^, 
P'’, 1^, aux plans de symétrie normaux aux axes IA, I/’, IA'; le nombre de 
ces plans sera placé, sous forme de coefficient, en avant de la lettre P: ainsi 
(11, 3P’, 3P’’) signifiera un plan de symétrie normal à l’axe principal, trois 
plans de .symétrie de même espèce normaux aux axes 3 IA, et trois plaiLs de 
symétrie d’une autre e.spèce normaux aux axes 31/’. 

Ceci posé, les symboles de nos sept cla.sses d'Assemblages seront les sui- 
vants ; 
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Il importe de remarquer qu'ici les lettres C, A, I., n, F,..., représentent 
non pas un seul point, ou une seule ligne, ou un seul plan, eomine eela a 
lieu ilans les jiolyèdres à nombre limité de sommets, mais bien un système 
de points, ou un système d'axes tous parallèles, ou un système de plans 
|)areillemeut tous jiarallèles entre eux. 

Il finit ajouter em;ore qu’il existe dans les Assemblages des eeiitres dt> 
symétrie qui ne coïncident pas avec les Sommets de l’Assemblage ; ces centres 
de symétrie sont les analogues des axes intermédiaires et des plaiLs de symé- 
trie intermédiaires dont noas avons parlé, jwges bo et Gu. Ainsi, dans la 
classe asymétrique, il existe huit systèmes distincts de centies de symétrie 
de l’Assemblage, savoir : i“ les Sommets de l’Assemblage; a“ les centres des 
parallélipipèdes générateurs ; 3° les centres des faces de ces [wrallélipipèdes, 
centres qui se groupent en trois catégories distinctes ; 4 " les milieux des 
arêtes, qui constituent aussi trois systèmes distincts de centres. (_)n |>eut 
consulter, à ce sujet, le Mémoire de M. Pbilip|>e Breton {Juurnal de Ma- 
ihèmatufues de M. I.ioii ville, tome \, {>age 43o). 

Il est entendu que nous nous bornons à considérer les centres qui coïn- 
cident avec des Sommets, de meme (]iie, (lariiii les axes tle symétrie, nous 
n’avons tenu compte que de ceux qui passaient par des .Sommets. 

Des différents modes d'arrangement des Sommets dans la meme classe 

d ’ Assemblages . 

On a (bqà pu remarquer (|ue, dans une même classe d' Assemblages, ve- 
naient se grouper des A.ssemblages à modes d’agencement des Sommets com- 
plètement distincts, cpioique les axes et plans de symétrie fussent les mêmes 
de part et d'autre. Je les nommerai les divers /wor/cjr de la clas.si‘. M. Kran- 
kenheim, qui a été conduit, dans ses belles recberclies sur la cristallo- 
gnipliie ('), à une subdivision du même genre, a désigné ces modes sous 
le nom A'ordres; mais le terme « modes » me parait ici préférable, comme 
ex|)rimant le fait géométrique au(|uel ils correspondent. Par la même raison, 
je rejette la désignation de types sous laquelle je les avais d’abord décrits, 
dans une conuuunicatioii faite à la Société Philumatlii(|ue le i 7 mars i84q. 

^ •) Mttt Naturte cithosorunif t. XIX, 2 * |>arlit:, p. 483. 
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Di-iix Asseinbhiges do la môme classe appartiennent à des modes distincts 
de symétrie, lorscpi’en faisant varier d’une manière continue les espacements 
des Sommets de l’un des Assemblages, sans t/ii'i'l perde un seul insUml ses 
axes de symétrie, on ne peut , malgré cela , le rendre que partiellement su- 
perposable avec l’autre Assemblage. Tels sont , par exemple, l’Assemblage 
dérivant du cube, et celui dérivant du cube centré. En faisant varier dans 
ce dernier le côté du cube, on peut faire coïncider la moitié de ses .Sommets 
avec ceux du premier .Assemblage; mais l’autre moitié, qui occupe les 
centres <le figure des cubes, reste en dehors de la superposition. 

Deux .Assemblages appartiendront au môme mode, lorsqu’une variation 
continue de leurs paramètres pourra les rendre coïncidents. 

Loisque les trois axes dont on fait varier les paramètres sont des Rangées 
conjuguées de chacun «les deux Assemblag«?s, ceux-ci appartiennent toujours 
au môme mode d’arrangement ; car la superposition de Rangées conjuguées 
homologiu's, Sommets à Sommets, entniiiie avec elle celle des Assemblages. 

Tous les modes distincts d’une môme classe peuvent toujours dériver «le 
l’un des motles de la classe, par l’addition «le nouveaux Sommets, soit au 
«centre de ligure du solide générateur, soit sur les centres de ses faces; nous 
disons alors qu’on centre ce solide en s«)ii centre de ligure, ou sur ses fa«-es. 

Je vais ajouter quehpies nouveaux détails à ce qui a été d«'jà dit sur 
la division en modes de nos classes, on systèmes. 

Système ter quaternaire. 11 compreiul trois modes distincts : 

I®. Le mode hexaédral : le solide gén«'Tateur est un «’ube portant une 
molécule à idiacun de ses sommets [voyez la remarque de la page 3, 
ligne u4); 

a". Le mode octaédral ; le solide dont il «lérive est un octaèdre réguliei' 
poi-tant une moh'cule à chacun «le ses sommets; on peut le remplacer par 
un tétraèdre régulier, «jui en est une forme équivalente, ou bien encore par 
le rhomboèdre de 7o"3i'44'^' Ce mo«le dérive du cube par le centrage des 
six fiices de ce solide; alors le nouveau cube (cube à fac«-s centrées), outre 
les molécult^ «le ses sommets, en porte une au centre de chacune de ses 
faixfs. lai symétrie du solide ainsi obtenu est plus immédiatement évidente 
que celle de toutes ses autres formes é«juivalentc!s ; 

3“. Ia‘ mo«le dodécaé«lral : le solide dont il dérive est un dodécaèdre 


Digitized by Google 



(fd MEMOIRE 

rlioinboidnl portant une molécule en chacun de ses quatorze sommets et de 
plus une molécule centrale. 

f)n peut le faire dériver du cul)e, par l’addition d'une molécule dans le 
centre de figure dtt solide. Si l’on joint par des droites les huit sommets 
d’un tel cube avec les six centres des cubes voisins, apposés sur chacune de 
ses six faces, on retombe sur le dodwaèdre rhomboidal centré. 

f)n peut aussi prendre pour solide générateur le rhomijoèdre de i ao de- 
grés; mais la symétrie de l’Assemblage est alors moitis évidente que dans le 
cas oîi l’on considère le cube centré. 

.Syxtènie sfiimire. — Un seul mode (vot'e: page ftp). 

Sy.ftème rjuiifernalre. — Il comprend rienx inofles distincts : 

I ®. Le mode hexaédral , dont le solide générateur est un prisme di'oit à 
base carrée; 

a". Le mode octaédral , qui dérive d'un octaèdre droit à base carrée. 

< )n obtient cet octaèdre en centrant le prisme droit à base carrée, joignant 
ce centre avec les quatre sommets de la ba.se, et ceux-ci avec le centre du 
prisme sous-jacent. 

Système termiire. — Un seul mode ( vqre: page Hp). 

Système terhituiire. — Quatre modes distincts ; 

I “. f ,e mode hexaédral rectangle : le solide générateur est un prisme droit 
à base rectangulaire, portant des molécules en chacun de ses huit sommets; 
les Réseaux des trois plans de symétrie du système ont alors des mailles 
rectangulaires ; 

a”. I,e mode hexaédral rhombique : le solide générateur est un prisme 
droit à base rhonil>e. Ce mode dérive du précédent, au moyen du centrage 
de «leux faces opposées, par exemple des deux bjises du prisme générateur. 
On sait, en effet, qu’en centrant les mailles d’un Réseau rectangulaiix*, 
l•ehli-ci se change en un Réseau à maille rhombe. Dans ce cas, les Ré-seaux 
des deux plans de symétrie verticaux sont à maille rectangulaire; mais la 
maille est rhombe sur le troisième plan : l'axe normal à ce dernier plan peut 
êlie, suivant les (as, de preniièi’c, de deuxième ou de troisième espèce; 

Le mode octaédral rectangle: le solide dont il dérive est un octaèdre 
droit à base rectangle. On pourra le faire dériver du prisme droit de même 
Ikisc et de même hauteur, en centrant ce dernier en son centre de figure, et 
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joigiiunt ce nouveau Sommet aux (juatre Sommets (Jii rectangle de la hase, 
ceux-ci avec le centre du prisme sous-jacent. liCs Réseaux des trois plans de 
symétrie ont alors des mailles l'ectangles; 

I,e mode octaédral rliomhiipie, tburni par l'octaèdre droit à hase 
rliomhe. On le fera dériver du prisme liexaédral rectangle, en centrant les 
six faces de ce dernier prisme : ces six nouveaux Sonmiels, joints deux 
à deux, donneront l'octaèdre droit à hase rliomhe. I.es Réseaux des trois 
plans de symétrie seront alors à maille rliomhe. 

On voit (jue ces quatre modes correspondent au prisme droit non centré, 
au prisme droit centré sur ses deux hases, au prisme droit centré en .son 
centre de figure, et au prisme droit centré sur scs six faces. 

Systi-we buunre. — Ce système n'ofl're que deux modes distiiicls : 

i". Le mode liexaédral, dont le solide générateur est un prisme droit 
à hase parallélogrammique; 

a". l,e mode octaédral, qui dérive du précédent en centrant les prismes 
de ce dernier en leur centre de figure, ou bien encore en centrant deux de 
leurs quatre faces verticales. Ces deux genres rie dérivation correspondent 
à nn seul et même mode (*) (tliéorènie l,V, seolie 1 ). 

Si, après le centnige de deux faces verticales, on fait tourner le prisme 
de 90 degrés, en rendant verticales les arêtes suivant lesquelles se coupent 
les quatre far'es non centrées, ou obtient pour solide générateur un prisme 
il hase rliomhe, non horizontale, ipii est le prisme rliomboidal ohlirpie ries 
minéralogistes. 

Système asymêtrirfiic. — O système n'oifre ipi'un seiri mode. 


(*) M. Fiaiikutihcim Nui. caritnorum, l. XIX, 1 * parlie, p. admt't dans k’S Asm'IU- 

bliigcs binaires (système du prisme oblique d'Hauy) trois modes distinris: 

I**. laC prisme droit à hase parallélogrammique^ 

2 ". Le prisme ubiiqtir à base rhombe; 

3*. L’nctaédre droit à base paraliélognimmiqne. 

Il e&t facile de voir que les modes 2 * cl 3*' forment double emphit, et corrcspoiHlent Muilenient a 
des |X)siiions difTcrenies de Taxe binaire, qui est horizr>ntal et transversr dans le prisme oblique à 
base rhonibc d'Ilauy, tandis qu'il i^t vertical dans roclaèdre droit à base parallclogrammiqiic. 

Les divisions rationnelles du mode «Ktaédral dé|KMident de la manière dont le Sommet , ceiiUe du 
prisme, ac projette sur sa base, relativement aux trois c6l<*s du triangle prmci|Kii du Reseaii. 

XXXnf Cither. l3 
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Outre la eoiniminauté «le position des axes et plans de symétrie, les 
divers modes d’nn nnnne système sont reliés entre enx par la pro|>riété 
énoncée dans le tliéorème suivant . 

Thkorkmk IAWII. — Tous les Assembloges appartenant atuv divers 
modes d 'une mente classe, et rpii dérivent les uns des autres par des cen- 
trages convenablement faits, offrent les memes systèmes de /langées, et 
les mentes systèmes de plans réticulaires . 

En e(f«»t, lorstpi'on centre dt*s (larallélipipi’iles {{énérateiirs, cela revient 
à ajouter un Sommet sur le milieu de riine des diajronales du paralléli]>i- 
pède, d'ailleurs arbitrairement choisie; or cette intercalation, en vertu «lu 
théorème LUI, n’altère pas les systèmes de Ilangéi's et plans réticnlair«*s (!«■ 
r.'Vssemblage, du moins «piant à leur direction absolue. 

Lorsqu’on centre «leux faces opp«)sées du paralléli|>ipi-de gt’mérateur, 
cela revient à ajouter un Sommet sur le milieu de l'une «les «leux diagonales 
«le la face, c'est-à-«lire à «loiibhT le nombre des Sommets du système des 
Rang«*es correspomlaiites; les systèm«s> de llangées et plans réticulaires 
restent em-ore les iik'iiu's, «niant à leur «lirecti«m. Donc, et«-. 

Scolie. — Le même thi'orème s’appli«|ue aussi aux Assemblages sénaire 
et ternaire «|ui ont le même axe |n'incipal et le même R«-seau sur le plan 
normal à cet axe. On peut même remar«pier «|ue la «‘oexisteiice «les nnnnes 
systènu's «le Raiig«-es et plans réticulair«»s s’appli«|ue à la fois à l' Ass<*mblage 
sénaire et aux deux Assemblages ternaires «/wwt et //«i'«rse<|ui en«léri\ent par 
l'intercalation «le deux nouveaux Sommets sur chaque param«-tre «les Rangées 
diagonales «lu prisme générateni' à base rhombe ( thé«>rème L\l , corollaire). 

Des plans réticulaires de nte’nte espèce cl des llattgées tic titc'me espèce 
dans les Assentldages symétritptes . 

Définition. — Deux [>lans l'éticulaires s«mt de meme espèce «lans un \s- 
semblage, lorsque la configuration des Sommets relativement à l'un de ces 
plans est la même que la configuration des Sommets relativement à l'antre. 
Pour constater cette similitude «le configin*ation , on lie par la pensée 
les Sommets de l’Assemblage à chacun des deux plans, et l’un des deux 
systèmes est supposé mobile. Alors, si l’on peut faire coïncider en même 
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temps le pl.in mobile avec le jilaii fixe, les Sommets mobiles avec les 
Sommets fixes, les plans réticulaires seront de même espèce. 

Pour que deux plans réticulaires soient de même espèce, il faut cpie leurs 
Réseaux soient superposables; mais cette condition n'est pas toujours suffi- 
sante. Il faut, en outre, que la siqjerposition des Réseaux entraîne celle des 
Sommets extérieurs aux plans. 

.l’ai fait voir (.lournal de M. I.iouville, tome \ 1 V, p.ige 1^7) : 1“ qu’on 
obtenait le polyèdre inverse d’un polyèdre donné, en jircnant un point arbi- 
trairement, joignant ce point, ou pôle de symétrie, avec les sommets 
du polyèdre donné et prolongeant ces di-oites en arrière de quantités 
égales à elles-mêmes; 2° qu’au moyen du polyèdre inverse, tournant tic 
180 degrés autour d'une droite (pielconqne menée par le [)6le, on obtenait 
un polyèdre symétri<|ue du polyèdre donné (dans le sens géométrique de ce 
terme) par rappiort à un plan de symétrie normal à la droite. 

L’Assemblage inverse d'un Assemblage donné est toujours susceptible de 
coïncider avec l’A-ssemblage primitif: il suffit de prendre pour pôle de 
.symétrie l’un des Sommets. Il en résulte (|u’il en est de même d’un .\sseni- 
blage et de l’un de ses symétriques (dans le sens géométri(|iie <lii mot), ou, 
en d'autres termes, que deux Assemblages, symétriques par rapport à un 
plan de symétrie qnelcompie, peuvent toujours être amenés à coincidem'e. 

Théorème LXXXIII. — ,Si, en faisant cuincider le Réseau du plan 
réticulaire M de 1 ’ . isseutblage mobile avec le Réseau du plan réticulaire F 
de r Assemblage fixe, les tletux Assemblages, tut lieu de coincider, deve- 
naient symétrûpies l’an de l'autre {dans le sens géométritjue) par rapport 
an plan des deux Réseaux edincidents, les deux plans réticulaires seraient 
de meme espece. 

En effet, si l’on fait alors tourner, de 180 degrés, l’.Assemblage mobile 
autourd’une droite passant par l'un des .Sonnnets des Réseaux coïncidents et 
normale au plan de ces Réseaux, on amènei-a l’-Assembliige mobile en eoinci- 
dence avec l’inverse de l’Assemblage fixe (*), c'est-î-dii'c avec l’. 4 ssemblage 
fixe lui-même. 


(*) Noie sur les polyèdres symétriques de la géométrie, théorème IV {^Journal th Mathématiffucy, 
tome XIV, page i39). 

i3. 
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Théorème I.XXXIV, — Dans tout Assemblage //ossédant un pUui de 
symétrie, deux plans réticulaires, symélruptes (dans le sens géométrifjue) 
par ra/>port à ce plan, sont de meme espece. 

En faisnnt toiiriuT l’nn de ces deux plans, considéré comme taisant partie 
de l’Assemblage mobile, autour de la droite, intersection de ces plans, on 
amènera leiii-s Réseaux en coincidence, et l’Assemblage mobile deviendra 
symétrique (dans le sens géométri(jue) de l’Assemblage fixe par rapport au 
plan des Réseaux superposés; donc, en vertu du théorème précédent, 
ces plans seront de même espèce. 

On peut aussi établir directement que les deux plans donnés sont de 
même espèce, en les faisant passer tous les deux |)ar un Sommet pris arbi- 
trairement S, et menant par S une normale au plan de symétrie. Cette nor- 
male sera un axe d’ordre pair (théorème Cil); si donc on fait tourner 


l'Assemblage mobile d’un angle égal à q fois l’angle 27 étant le nu- 
méro d’ordre de la symétrie de l'axe, il y aura restitution des lieux des 
Sommets, et il est facile de voir que les deux plans réticulafres donnés 
viendront à superposition. Sommet sur Sommet. 


Théorème I.XXXA’. — Deux plans réticulaires parallèles sont de meme 
espèce. 

Il sufiit de transporter le Réseau mobile parallèlement à lui-mènie [Kuir 
obtenir la coïncidence des Sommets. 


Théorème CXXXVl. — S’il existe dans un Assemblage dettx plans 
réticulaires de me'me espèce, mais non parallèles, cet Assemblage possède 
au moins un tuve de symétrie. 

Les deux plans réticulaires, que je nommerai F et M, peuvent toujoui’s 
être considérés comme ayant un Sommet commun S qui ne participe pas 
aux mouvements de l’.Assemblage mobile. Supposons que des rotations 
convenables de cet Assemblage aient fini par amener le Réseau mobile .M 
sur le Réseau fixe F. La coincidenc»* pourra toujours (d'après la théorie bien 
connue de la composition des rotations en mécanique) être considérée 
comme jiroduite par une seule rotation de l’.Assemblagc mobile autour d’un 
axe de rotation passant par le Sommet S. Il importe de remarquer que 
cette droite, ainsi que l’angle de rotation unique qui amène M en coînci- 
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deiice avec F, se trouvent coinplétenicnt déteniiincs, à la condition ce- 
pendant que l’angle tle rotation ne surpasse pas i8o degrés. Cette droite, 
jouissant ainsi de la propriété de produire, après rotation convenable, la 
restitution des lieux des Sommets, sera un axe de symétrie de l'Assem- 
blage. 

Corollaire. — Il ne peut y avoir de plans réticulaires de même espèce , 
et non parallèles, dans les Assemblages asymétriques. 

Déjinilion. — Deux plans réticulaires de même espèce et non parallèles, 
sont dits homologues par rapport à un axe de symétrie de l’Assemblage, 
loi-sque la rotation unùjtic qui amène leurs Réseaux en coïncidence, l’Assem- 
blage mobile se superposant à l'Assemblage fixe, a lieu autour de cet axe; 
l’on déduit de là le théorème suivant : 

Théorème I.XXXVII. — Deu.v plans réticulaires de meme espèce, itou 
parallèles, sont toujours homologues par rapport à un axe de symétrie. 

(■'orollaire. — On obtient tous les systèmes de plans réticulaires qui sont 
de la même espèce qu’un plan réticulaire donné, en eberebant les homo- 
logues de ce plan par rapport à tous les axes de symétrie de l’Assemblage. 

Théorème LXXX\ III. — Le nombre des plans réticulaires de même 
espèce, homologues par rapport à un axe de symétrie d'ordre q, est égal 
à q, si ces plans réticulaires n offrent aucune particularité de position pur 
rofiport à l'axe, c'est-à-dire si ces plans ne sont ni normaar ni parallèles 
à cet are. 

En Taisant tourner le plan de , 2^^, — 1 (</ — 1)^^> on ob- 

‘ q q ' q 

tiendra ses <j — i homologues; il est évident que leur nombre total est égal 
à <j'. ces plans sont tous distincts les uns des autres, c'est-à-dire qu’ils ne 
peuvent être parallèles entre eux. 

Théorème LXXXIX. — Le nombre des plans réticulaires de me'me 
espèce, homologues par rapport à un axe d'ordre q, et parallèles à cet 
ave, est égal à q, si q est impair, c/ à i q, q est pair. 

lie nombre total des plans est encore ici égal à 7; mais, dans le cas parti- 
culier où (j serait un nombre pair, les plans deviennent parallèles, deux 
à deux ; le nombre total des plans de direction distincte se réduit donc 
alors » \(j. 
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Théorème \('. — nombre des plans de mcmc expcce, homologues par 
rapport à l'a-ve d'ordre (j, se réduit à l’unité, dans levas où le plan primi- 
tieenient donné est normal « l'a-re. 

(’ette proposition est évidente. 

Au moyen de ees prineipes, on résomlra fàeilement la question de la 
détermination des plans rétieidaires de même espèce, quant à leur nomlire, 
et quant à leur situation relative, |jour un Assemblage donné, soit dans le 
cas oii ees j)lans ii’ollriraieiit aucune particularité de position relativement 
aux axes de svmétrie, soit dans le cas où ils seraient parallèles ou normaux 
à un cei'tain nombre île ces axes. C.etle question est d’une grande importance 
en eristallograpbie. 

On peut établir jjour k>s Rangées de même espèce des théorèmes tout à 
lini semblables à ceux i|ui se rapportent aux plans réticulaii’es de même 
espèce. 

Définitions. — Lu définition des Rangées de meme espèce i>st la même que 
celle des axes ou plaas réticulaires de même espèce; celle des Rangées 
homologues est pareille à celle des plans réticulaires homologues. 

Théorème XCI. — Si, en faisant coineider le paramètre de la liangée M 
de r .-/ssemldage rnohile aeee celui de la Rangée F de l Assemblage five , 
les deux Assemblages, au lieu de coineider, devenaient .syniétrùpies l’un de 
r autre ( dans le sens géométrique de ce terme) par rapport à un plan pas- 
saut par la Rangée F, les tieu.r Rangées seraient de naine espèce. 

Car, si l’on fait aloi-s tourner l’-Assemblage mobile, <le 1 8o degrés, autour 
d'une droite passant par l'un des Sommets de la Rangiù* F et normale au 
plan de symétrie, on amèneni l’Assemblage mobile en coïncidence avec 
l'inverse de l’As.semblage lixe, c’est-à-dire avec l'Assemblage fixe lui-même. 

I’héobème XCil. — Dans tout .‘Issemblage pussédtuU un plan de 
■symétrie, deu.v Rangées, symétriques (dans le sens géométrique) par rap- 
port à ce plan, sont de meme espèce. 

I'héorème XClll. — Deu.c Rojigées parallèles sont de meme espèce. 

'fiiÉOHÈME XCIV. — S'il existe dans un .dssemblagc deux Rangées de. 
naine espèce, non parallèles, cet Assemblage possède au moins un (ure de 
symétrie. 
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Théorème XCV. — Deux Rungéa de meme espèce, non puratlèlcs, 
sont toujours homologues par rapport à un axe. de symétrie. 

Corollaire. — On olilient tons les systèmes tle Rangées tie niêtne espèee 
que celle d'une Rangée donnée, en cliereliaiit les homologues île celle-ci 
par rapport à tous les axes de symétrie de l’Asscrnhlage. 

Théorème K(jVI. — Le nombre des Rangées de meme espèce, homo- 
logues par rapport à un a.ce d'ordre q, est égal ti q, si ces Rangées ne 
sont ni parallèles ni normales à cet a.ee. 

Théorème XCV'II. — Le nombre des Rangées de meme espère, homo- 
logues par rapport à un a.ce d’ordre q et normales à cet a.ce, est égal à q, 
.si q est impair, et à ^ q, si q est pair. 

Théorème X(jV111. — Le nombre des Rangées, homologues par rapport 
h l’n.rc d'ordre q, se réduit à l'unité, dans le cas du parallélisme de la 
Rangée avec l'a.re. 

(>es théorèmes se démontreraient exactement comme les théo- 
rèmes LXXXIV à XC : ils sont, du reste, une conséquence nécessaire 
de la réciprocité ijui existe entre les Rangéi*s et les plans réticulaires 
ilans les Assemblages dits « Assemblages [lolaires rnn de l'autic, « récipro- 
cité dont il sera question dans le paragraphe suivant. 

Théorème XCIX. — Des axes de symétrie de mc'me espèce .sont en meme 
temps des Rangées de me'mc espèce. 

(>e théorème est la conséijuence des délinitions des axes île meme espèce 
(page ôX) et des Rangées de même espèce ( page loa). 

§ VI. — Des Assemblages i'olaikes. 

Défudtions, notations. — Un Assemblage étant donné, menons par l uii 
de ses Sommets, pris arbitrairement pour origine, des normales à trois plans 
conjugués de cet Assemblage, et sur chacune de ces trois normales, portons 
des longueurs égales aux aires des parallélogrammes élémentaires des Réseaux 
tracés sur chacun de ces plans, divisées par V intervalle moyen des Sommets. 
Si, avec ces trois nouveaux axes, et ces longueurs pour paramètres, on 
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cüiisti'iiit 1)11 Assemblage, il sera dit Y /Assemblage polaire du primitif, et 
jouira de [«•opriétés im|)ortantes, que nous allons faii'e connaître. 

Le symbole ghk représentant une Rangée allant de l'origine au Sommet 
dont les eoordonnée.s numériques sont g, h, k dans l’Assemblage primi- 
tif, le symbole re|>résentera une Rangée allant de l’origine au point 

dont les coordonnées numéi'iques sont g, h, k dans son Assemblage 
polaii’e. 

I.e symbole (g/ik) l'eprésentant le plan réticulaire dont l’équation est 
g.v -i- A) 4 - kz = O, 

le symbole |(g'AA)j repra-seutera un j>lan réticiilaiie dont l’équation est de 
même forme dans l’Assemblage polaire. 

.le continuerai à désigner par Vg/ik le paramèti'e d’une Rangée allant de 
l origine au Sommet dont les coordonnées numériques sont g, h, k, c'est- 
a-dire le [taiamètre de la Rangée g/ik. 

•le désignerai par P| gkk\ le pai'amètre tl’une Rangée allant tie l’origine 
au point dont les coordonnées )uiméri(|ues sont g, //, k dans l'Assemblage 
polaii'e, c'est-à-dire le paramèti'e de la Rangée polaire 

.le continuei'ai à désigner par H{glik) l’aii'e du parallélogramme généi'a- 
teur du Réseau tracé siii' le plan réticulaii'e {glik), dans l’Assemblage pri- 
mitif. 

De meme S| (§•///) | sera l’aire du |)arallélogi'amme élémentaii'e du Réseau 
tracé sur le plan réticulaire dont la notation est f(g'AA)|, dans l’Assemblage 
polaire. 

(à)ntinuant à nommer E l'intervalle moyen, et remarquant i" que loo, 
0)0, ooi sont les notations symimliques des axes des ar, des v et des z ; 
u" (jiie (loo), (oio), (ooi) sont les notations symboliques des plans des_v;, 
lies ,rz et des j;v, on aura , d’après les conventions précédentes, 

(fil) l‘|ioo| = -i^, P[oiol = P|ooiJ=-^-'. 

.le continuei'ai à désigner par «, j^;, S les angles plans sur les plans des »';, 
lies rz et des .r v; pai' u, r, <ar, les angles dièdres ayant pour arêtes les axt>s 


Digitized by Google 



SfR LKS SYSTÈMES l)E POINTS DISTHIBirÉs RF.OlJLIÈREMENT. loô 

(l«•s J’, des > et des s. (jeci posé, on aura évidemment 

I S(ioo) = Poio.Pooi .sina, 

S(oio) = P loo. Pool .sin fi, 

S(oo i) = P loo . Poio .sin S. 

Dans l' Assemblage polaire, nous prendrons pour axe des |x| la normale 
au plan des pour axe des [ j | la normale au plan des .rs, pour axe des 
I Z I la normale au plan des ,ry. Les trois demi-axes positifs doivent être diri- 
g*'-s du même côté que le demi-axe positif de même désignation dans l’As- 
semblage primitif, par rapport au plan auquel chacun de ces nouveaux axes 
est perpendiculaire. Les trois angles plans de ces axes seront repn^ntés 
par [a|, | îi], | ^ |; leurs trois angles dièdres, par [ u |, [ v |, | <iv |. 

Théorème C. — Les angles a, S étant les angles plans du puraUé- 
Upipède générateur de l' ydssvrnblagc primitif, et u, », <:» ses angles dièdres, 
les angles plans de son polaire seront 180" — a, 180“ — », 180° — 'b-, et 
ses angles dièdres 180° — a, 180" — j3, 180" — S. 

C’est une conséquence bien connue des propriétés des triangles sphé- 
riipies polaires. 
f)n aura donc 

(«*)) l«] = i8o'>— U, [, 3 j = i8o“— », fJ| = i8o“ — 

(ô<>) [/^j = i8o° — «, j» 1 = 180" — , 3 , ('b| = i8o° — S. 

Théorè.me ci. — Si, du sommet O d'un tétraèdre O.ABÜ (lig. ,'I8), 
on élève sur les trois faces latérales ÜBD, OAD, OAB les normales ()«, 
< )b, Od, situées, par rapport à chacjue face, du nie'me côté que le sommet 
opposé à la face, et égales respectivement fW.r aires triangulaires de ces 
trois faces, la diagonale du parallélipipède construit sur les arêtes Oa, 
OA, Od sera normale à la base ABD et égale à l'aire de cette base. 

On a , par construction , 

Oa=aireOBD, OA = aire OAD, Orf = aiivOAB. 

De même que Oa, OA, Od sont perpendiculaires aux plans OBD, OAD, 

XXXII f Cahier. i 4 
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OAB, de même OA , OH, OU seront perpendiculaires aux plans OM, 

On//, ()«/>. 

Abaissons de O sur la base A15D la iiorniale OP, et par a menons le plan 
<t\' P parallèle au plan bOd, et, par conséquent, normal à l’arèle ÜA. Ce 
plan coupera OA en A' et OP en p. Projetons les triangles ORD, ABD sur 
le plan n.Vpj O et A auront une même projection en A' : ainsi les lieux 
aires projetées coïncideront. I^a première des deux aires projetées a pour 
valeur 

aire ORD cos ( plan ODB, plan» A'/.;), 
et, en remplaçant les plans pai' leurs normales, 

aire ORD cos (0«, OA) = aire ORD ^ = OA'. 

I /autre aire projetée sera de même 

( )A' 

aire ABD cos {Op, OA) = aire ARD 
Donc , en égalant ces deux expressions, il viendra 

< ) \' = aire ABD , 

d’oii 

(R“) Oy .1 = aire . ARD. 

•Menons maintenant par b un plan parallèle à aÜd; on démontrera de 
même que ce plan coupe OP à une distance de O égale précisément à l’aire 
ABD, c’est-à-dire au point p déjà obtenu. 

Il en sera de même, en menant par d un plan parallèle à «0/>. Ces trois 
plans, avec leurs plans parallèles bOd, aOd, aOb, forment un parallélipi- 
pède dont Oa, Ob, Od sont les arêtes, et dont Op est la diagonale ; cette 
diagonale est donc égale et normale au triangle ,\BD. 

C'oroUairc. — Si les arêtes 0«, 0/>, Od, sans être égales aux aires des 
laces, leur étaient proportionnelles dans le rapport i ;B, la diagonale O^ 
serait aussi, avec l’aire .ABD, dans le même rapport i ;B; elle continue- 
rait à être normale au plan ABD. 
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Théorème. CII. — Si {ghk) <'St le symboie d’ un plan réticulaire upparte- 
nnnt à un Assembluge donné, et si, dans son Assemblage polaire, l'on 
construit la droite menée de l'origine au point dont les vMn'données numé- 
rùptes sont g, h, 7 , cette droite, de sy mbole | ghk |, sera normale au plan 
{gbk). 

Soipiit O.i-, O)-, Oz (fig. 3g) les trois IlangiVs conjuguées prises pour 
axes coiinlonnés dans l’.Asseinlilage primitif, et soient a, h, d les paramètres 
de ces Rangées, faisons 

U.\ = hku, OR = gkh, < HJ = ghd. 

I /équation du plan ARI) en coordonnées numériques sera 

gx -y- h y -y- kz= ghk 

On aura de plus 

( aire ORl) = i hk hd sin st = -j g' hk S ( i oo) , 

((18) ' aire OAD = i git'h ad sin git’k S( o i o), 

I aire 0.\B = i ghk'‘ ah sin = -j ghk'‘ S(oo i ). 

las symboles S(ioo), S(oio), S(ooi) représentent, d'après nos conveii' 
tions, les aires des parallélogrammes générateurs sur le plan des_>z, sur le 
plan des xz et sur le plan des x > . 

(lonstruisons maintenant les trois axes de r.\ss«'mblage polaire, et soient 
pris, sur ces axes, 

. Oo = j»’ P [ I oo I = 1 

06 = AP|oiol = '*^%“>, 

0^ = /P|oo.J = ^r', 

K étant rintervalle moyen des Sommets. 

Soit Dp la diagonale du parallélipipède construit sur Oa, Ob, Od; les 
coordonnées numériques de p seront g, h, k dans l'Assemblage polaire, et 
la notation de la Rangée Dp sera ( ghk ]. 

Kn comparant les valeurs de Oo, Db, Dd aux expressions des aires OBD, 

•4. 
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OAD, OAB (équations G8), on voit qu’elles leur sont proportionnelles, dans 
le rapport 

P :\ghkz=i :\(rhk E. 

Doue, d’aprt-s le corollaire du théorème CI , la diagonale O/^ sera iioniiale 
à la base ABD, c’est-à-dire au système des plans réticulaires dont le symbole 
est (gM). 

/)cu.rièrnr dcmomtration. — Si l'on veut démontrer le théorème Cil 
f>ar l’analyse géométrique à trois dimensions, on nommera t l’inrlinaison 
de l’axe Oz sur le plan des Jv (Jig- I 9 ); Ç„, les coordonnées linéaires 

du point a; celles du point h; n,, celles du point tf, et on 

posera 

(Gg) I — ros’ a — cos’,^ — cos’ J -icosa cos^ cos <5 .1’. 

< )n aura alors 

^ O// Ofi AaA sia* ^ ^ 

^ J ~ ÏË ’ 

d’où l’on conclura facilement les valeurs de Ç,, », par les équations connues 
de la normale au plan des xy, dans les systèmes d'axes obliques. 

On déterminerait de même Ç,, »,, Ç,, Ç,, »„, 

I -es coordonnées Ç, », ^ du point p seront alors données par les Ibnnnies 

ÇJE=(?. + Ç, -t-0,)JE 

= gb(i sin’ ûT — had sin a sin (3 cos <0 — kab sin a sin J cos r ; 

»JE = (», -t- », -(-»,) JE 

= — gbd sin a sin ^ cos ® -f- had sin’ (3 — kab sin (3 sin <5 <-os u ; 

= — gbd sin (3 sin J cos pl — had sin a sin i cos r -t- hab sin “ J. 

Si donc on pose, pour abréger, 

fe-, h • Ar- -e 

- Sin a — J sin a sin S cos -, sin a sin è cos r = 1 , 

a >b ^ a 

(jo) — f sin a sin ^ cos<w -t- g sin’ (3 — ^ u = s, 

£ ^ 

I — f sùi ^ sin S cos /U — g sin a sin J cos » -I- ^ sin’ S= t. 
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les équations de la droite Op seront 


r s i 


loq 


Or il est connu que ces équations, après substitution des valeurs de /■, f, t, 
représenteront la normale au plan dont l’équation est 


h 

l” 




et dont la notation symbolique est (('hk). 

l’HÉORÈitE cm. — Si {ghk) est le symbole d'un plan réticulaire ilnns 
un Assemblage, sa normale sera une Rangée de l' Assemblage polaire, et y 
aura | glik ] pour symbole. 

C’est un corollaire du théorème précédent. 

I'héorèhe CIV. — Le paramètre de la Rangée ) est égal à l'aire 
du parallélogramme générateur du Réseau tracé sur le plan {ghk), divisée 
par l'intervalle moyen des Sommets. 

[.es conventions sont les mêmes que dans les théorèmes précédents. Soit 
0/> (Jig. 3q) le paramètre de la Rangée g, h, k n’ayant pas d’autre 

diviseur commun que l’unité; d’après le corollaire du théorème CI, on aura 
Op : aire ABD : : Oa : aire OBD; 

or ce rapport est i ; i ghk E ; donc 

2 aire ARO 

~gÜE~' 

Mais il a été démontré (théorème XXXVIII, équation 47 ) que l'on a 

aire ABD = | ghku, 

ù> étant l’aire du parallélogramme générateur du Réseau, sur le plan ABD. 
Donc, en remplaçant u par S(^/iX-), on aura 

a aire ABD = ghk S (gltk), 
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il’ou Ton déduit la formule generale 

(70 = 

(]iii est la traduction algébrique de la (iroposition que nous avions a 
démontrer, 

Scolie. — Ainsi les t'orimiles (fi'i) ne sont que des cas particnliei's de 
la fonuule ( 71 ). 

('oroUaire /. — Un Assemblage donné n’a (jii’iin seul Assemblage polaire, 
qui se trouve fixé, dès que l’on assigne le Sommet (|ui doit être eommun aux 
deux Assemblages. Car l’Assemblage polaire construit sur trois Rangée> 
conjuguées, prises au hasard, devra coïncider, d’apri-s le théorème pré«-é- 
dent, avec le polaire construit sur tout autre système de Rangées. 

('aroUaire II. — Si trois plans sont conjugués dans un Assemblage, leui-s 
norniides sont des Rangées conjuguées de son j>olaire. 

I>e parallélipipède construit sur ces trois Rangées sera le parallrUpipvde 
polaire de celui qui se construit avec les trois plans conjugués et leurs 
limitrophes, dans 1 ’ .\ssemblage primitif. 

Corollaire ///. — Réciproquement, si trois Rangées sont conjuguées 
dans un .Assemblage, leurs plans normaux sont des plans conjugués dans 
son polaire. 

Corollaire II . — F-a condition pour <pie trois plans réticulaires (g’Wi, 
[g II k'), (g”li" k") soient conjugués, s’obtiendra en cherchant la condition 
|«)ur que [ glik |, \g'h'k'\, soient trois Rangées conjuguées; elle 

sera donc (éqiuition 43) 

gh'k" — gk'h"^ kg'h" — lig'k" Id-'g" — kli'g" = zt: I . 

l’aoBLicME X.XXI. — Trouver S>(glik), ou l’aire de la maille du Késeau 
du pUm réticulaire [glik). 

On a généralement (problème XVI) dans l’.Assemblage primitif, 

t V* ghl =: g'- P’ 100 A* P’oio H- X*P’ooi 

-+- agrA P 100. Poio.coft^ 4 - ajfA P ipo.Pooi .cos ^ 2 AX Poiu. Pool .en» a. 

Kn écrivant que la même relation doit avoir lieu dans l'Assemblage 
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jjolaire, et remplHcant ensuite 


P[^^/|X-J 

par 


P [ 1 00 1 

par 

pS(ioo), 

P [oloj 

par 

gS(oio), 

P ( 00 1 ] 

par 

^S(ooi), 

l»J 

par 

180“ — a. 


par 

180*— V, 

KJ 

par 

180“ — a. 


on Hiiia 


■ 73 ) 


I S'(fAX ) = S'(ioo) + A’ S'(oio) -I- A' S’(ooi) 

I — S (ioo).S(oio).t'OS w — 2^AS(iooj.S (ooi).c(H V — 1 S (oio).S(ooi) l os u. 


(i'est la formule déjà obtenue (équation 5 o) : mais il convenait de la rap- 
procher de la formule (7a) pour montrer la loi remarquable de réciprocité 
qui les unit. 

Rmiarijiie relative aux formules (7a)e/(73). — Si, dans ré(|uation (7a), 
on écrit 


Pioo = ^rt, Poio = ^o', Pooi = ^fé’, 


cosa = 



cosp = 


h' 

\tui” 



cette équation deviendra 

y= ag'-A- a'li^-+- a"A‘-h 'ib" gh -(- 2b'gk-+- 2hhk. 


La quantité f a reçu, de M. Gauss, le nom de forme ternaire (Gai/.ss, 
Disquisitianes Arilhmeticœ , p. 4 af>), et l'illustre géomètre l’exprime par 
le symbole 

a,a',a*\ 

quantité 

4- a"h"^ — aa'a"- a bb'b"=\i 

a été appelée, par M. Gauss, le déterminant de la forme. Kn remplaçant 
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(t, a', a", h, b', b" par leui-s valeurs, et tenant compte des équations 
et on trouve 

I) = l” loo. P’oio. P'iMii ( — I -f- CO»' a -I- cos'^ -I- ros* â — a cos « cm fi ctni) = — K*, 

la lettre K continnaiit à représenter l’intervalle moyen des Sommets de 
l’Assemblage. 

On voit, d'après cela, que toute forme ternaire correspond à un Ass«*m- 
hlage de [wints, rée/j ou imaginaires ; que chatjiie valeur particulière 
de ./, pour des valeurs déterminées et entières de g, h, k, exprime le earré 
lie la distance de deux points ou Sommets de l’Assemblage; que le détermi- 
nant de la fonne, pris avec le signe — , est le carré du volume du parallé- 
lipipède générateur, ou la sixième puissance de l’intervalle moyen des 
Sommets, etc. 

Des résultats analogues ont lieu pour les formes binaires 
ag' -+- 2 bgb -t- rt'/i’, 

dont le déterminant A’ — au , pris avec un signe contraire, représente le 
earré de l’aire du parallélogramme générateur, ou la quatrième pui.ssance de 
l’intervalle moyen des Sommets sur le plan du Rideau i|ui dérive de cette 
l’orme binaire. 

lai forme ternaire 

/ h'' — aa\ b”'—aa'\ 

\ ah—h'h", a‘h’—bh\ / 

a été appelée, par M. (>auss, la forme adjointe de la forme 

l'a, a', /j"'\ 

\h, h , 

elle est désignée dans les Disfjnisitiones par la lettre F. 

il résulte du mode de génération de a, a', a", b, b', b", tpic l’on a 

/)’ — a'a’= — P’oi O. P’ ooi . sin’ a = — S'(ioo), 
h '~ aa‘ = — S’(oio), 

A" — aa' = — S’(oo0, 

ab — b'b"= P’ loo.Poio.Pooi (cos a — cos jS cos(# j = S(ooi) . S(oio) . cos .wi, 
<i’b' — b b" = S (ooi).S(ioo). CO# v, 
n“h"— bb' = S(ioo) .S (oio). cos 
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On aura donc, après la substitution de ces valcuis dans la fbriuc I*’, 

— V = g' loo) -4- A' S’ (oio) -4- A*S*(ooi) 

— 3/^A S(lOo)>S(oio).C09 Cl — ■ 3 jfA $(lOO).SfOOf).f'0» V — 2 AA s I^OIO).S(OOl\.raStt; 

donc aussi 

F=-S*(-AX) = -K=I»|^A/]. 

Ainsi la l'orine ternaire adjointe représente le carré de Taire élémen- 
taire du plan {ghk) pris avec le signe — . On voit aussi que, si la 
forme f se laisse représenter géométriquement par un Assemblage, sa forme 
adjointe F sera représentée de même par son Assemblage polaire, apris 
toutefois que les paramètres du polaire auront tous été miiltijjliés |>ar Tiii- 
tervalle moyen E, c’est-à-dire par la racine sixième du déterminant I) pris 
avec le signe — . 

L'analogie singulière qui existe entre les propriétés des formes binaires 
et ternaires, et les propriétés géométriques dont jouissent les Rési'aux et 
Assemblages, a été signalée par M. Seelier, dans s<>s « Reeliercins sur 
les fiiniH’s ternaires » ( voyez le Journal de Crelle, tome XX, page 3iS). 

Théorème CV. — Ia" volume du pandlélipipède élémenlaire est le meme 
dans V Assemblage primitif et dum son polaire. 

Soient il le volume du parallélipipède générateur de l'Assemblage donne, 
et |nj celui de son Assemblage polaire. On aura évidemment 

r ] ah sin d ad siii Ô hd sin a . . e 

I il I = — P P P — Sin « 8111 r sin à , 

rt, h, d étant les paramètres de l'Assemblage primitif. 

Or on a, d'autre part, 

sin |3 sin J sin ^ = J, 
sin a sin J sin v = J, 
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ni 

H ooinine d’ailleurs 


il vient enfin 

(7'il 


nht/J = U (équation 4 1 ), 
K’ = ii (équation 


Sculie. — L' -Assemblage polaire a la même d«*nsité, c’est-à-dire lu même 
richesse en Commets, que l’Assemblage priniitif; l’intervalle moven E con- 
serve la même valeur dans les deux Assemblages; ainsi 


(-'>) 


(E] = K. 


Théorème GVl. — En construisant l’sfsscmhluge polaire d'un Aso-m- 
hhige polaire, on retombe sur l' Assemblage pritnitif. 

Déterminons l’aire élémentaire du Réseau du plan des |/s| datis l’As- 
seinblage polaire, lafs deux paramètres, côtés du parallélogramme géné- 
rateur, sont 

a//ôu3 a/> siii 9 

E ’ F. ” ’ 


l’angle compris |aj est égal à i8o” — u (théorème G). Donc on aura 

I , .,1 a’èr/sinûsin dsinu En’ Wsin fi sin 5 siii u 

S 1(100)] = 1;, -= - ■ 


t )r on a d’ailleurs 
donc 


nbd sin ^ sin S sin a = ahd J = U; 
S |(ioo)] = Eo = EPioo. 


< )n démontrerait de même que l’on a 

S f(o lo)] = Eô = E Poio, 

S [(ooi)] = Erf= EPooi. 

Si l’on construit, en direction, les axes de l'Assemblage qui est le polaire 
de celui constniit sur On, Oh, Od (Jig. 3q), on retombe sur ÜA, OR, < )D ; 
si l’on construit , en grandeur, les paramètres de ces axes, par les formules 
convenues (étjuations (53), 

.S[(ioo)| Sf(oio)J S[(ooi)J 
[E) ’ [Ej ’ [EJ ’ 
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à cause de ( Fl | = E, on retoinliera sur les parmiièlres a, h, d, ou Pioo, 
Poio, Pool, I/Assemlilage ainsi obtenu euineide donc avec l' Assem- 
blage priinitil'. 

Th ÉORÉME CV II. — Si gilk est le syinhole d'une Hantée, dans un ^sseni- 
Idage, son plan nornud sera un plan réticulaire de l’ ^dssemblage polaire, 
et il aura pour symbole. 

(lar on peut, d’après le tliéorènie précédent, considéi"er l’Assemblage 
polaire comme étant l’Assemblage primitif, et le primitif comme étant le 
polaire de l’autre Assemblage: alors (théorème CllI), le symbole de la 
normale au plan {gh/r) doit être ( ghk\. Pour revenir à notre premier point 
de vue, il suffit de transporter les crochets | | d'un symbole à l’autre, et 
1 on voit que le symbole de la normale au plan s<*ra gbk : don<' la 

Rangée ghk est nonnale au plan réticulaire |(g-AX )]. 

( urollaire. — Si est le symbole d’une Rangée du polaire, (ghk) 

s«*i"a celui de son plan normal, qui sera un plan réticulaire de 1’As.semblage 
primitif. 

Déjinition. — l,es propriétés des Assemblages polaires dans l’espace ont 
leurs analogues sur le plan. A chaque Réseau correspond un liéseau ptdaire, 
que I on obtient de la manière suivante ; 

Soient Oa = a, Ob = b les deux panunètres, sur les axes ü.i , O) 
ifip- 4t>); soit ^ l’angle xOk; .soit * l’intervalle moven donné par la formule 

= ab sin S. 

Sur ce Réseau, et avec le {«iramètrc i noniial au plan xOv, comme axe 
des Z, que 1 on construise un Assemblage, qui aura le Réseau du plan.c()| 
pour base. 

On aura 

11 = (ab ,sin<î = f'; 

ainsi « sera I intervalle moyen des Sommets de cet Assemblage auxiliaire. 

En construisant son Assemblage polaire, on voit (|ue l’axe des |.i;| sera la 
normale 0[xj à 1 axe Or, et que l’axe des [_r | sera la normale 0| r ) à l’axe 
Ox. Soient donc Oja] = [fli|, 0|A] = |^^J h*s paramètres relatifs à <‘es 
axes; on aura 

[a] = t = b, {b\ = '!I = u. 

i5. 
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l'.n ronstruisant un Réseau sur ces paramètres, l’on obtiendra le iwlairv du 
Réseau donné. Si, maintenant, sur le prolongement de la droite 0[> J, 
vous prenez 0[è'| — 0[A|, le Sommet [//j appartiendra aussi au Réseau 
polaire; et comme l’on aura 

0|o| = Ü/z, ()[//| = 0«, 


les triangles AOn, seront égaux, üe là résulte le théorème sui- 

vant : 


Théorème (iVlII. — lin Hcseau polaire dérive du Réseau primitif par 
nue rotation de <)o degrés de celui-ei (u/tour d’un des Sommets pris pour 
orif'ine. 

Srolie. — Si , après cette rotation, l’axe des j positives devient l’axe des 
I X I positives du Réseau polaire, l’axe des x positives deviendra l’axe des [ j| 
négativ«*s : l’invei-se aura lieu, si la rotation est elTectuée en sens contraire. 

I'hÉorème (J1.\. — Tout y/ssemlflufte polaire possède les mêmes a.ies de 
s ymétrie que l’ Assemblage primitif. 

Soit O {Jig. 4<) le Sommet commun aux deux Assemblages, origine des 
coordonnées; soient OO' un axe de symétrie de l’Assemblage primitif, et OP 
une des Rangées de r.Assemblage polaire, O et P étant deux Sommets voi- 
sins sur cette Rangée. Menons par O le plan RR' normal à OP, et (jui sera 
un j)lan réticulaire de l’Assemblage primitif (théorème GVMI, corollaire). 

Soit maintenant q le numéro d’ordre de la symétrie de l’axe OO'; faisons 


tourner RR' autour de OO' de , de 

<l 


ï.36o“ 3.36o" 


) etc. : on obtiendra 


autant de plans réticulaires de même espèce (théorème LXXXVIII), 
ilont les normales seront aussi des Rangées de l’.Xssemblage polaire (théo- 
lème GUI ). Ges normales s’obtiendront en faisant tourner OP autour de OO' 


• l angles égaux à 


36o" Q . 36o" 


> etc.: dans ce mouvement, le point P viendra 


n <1 

successivement en P', en P", etc.; rl’où l’on voit qu’il aura q — i Sommets 
homologues par rapport à l’axe OO', et, comme P est un Somnjet quel- 
conque de l’Assemblage polaire, l’axe IX)' sera un axe de symétrie d'ordre 
q dans ce dernier .\ssemblage. 

Corollaire. — S’il existe des |jlans de symétrie dans l’.\ssemblage primi- 
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til', <-es plans seront aussi des plans de symétrie du polaire; ear, à tout plan 
de symétrie correspond un axe de symétrie d’ordre pair, et cet axe devra 
se retrouver dans le polaire. Or, réciproquement, à tout axe de symétrie 
d’ordre pair correspond un plan de symétrie qui lui est normal ; ainsi , ce 
plan de symétrie se retrouvera dans l’.Xssemblage jKilaire. 

Théorème CX. — Si l'on centre tons les parallcHpipèdes dont la réu- 
nion compose un Assemblage donné A, dont le polaire [AJ est conmi, et 
si l'on forme ainsi un nouvel Assemblage A' , V Assemblage obtenu, en 
centrant les six faces des parallélipipèdes polaires qui composent l’ Assem- 
blage I A I , et agrandissant ensuite toutes ses dimensions dans le rapport 
I ; ^2, sera l’ Assemblage polaire de A'. 

Soit fi' le noyau de l’Assemblage A'; le volume de ce noyau sera égal 
évidemment à la moitié du volume de l’ancien noyau, de sorte que l'on 
aura 

Soient F, et E' les intervalles moyens des .Assemblages A et A'; l’on aura 


R'*=iE>, E = F/y^. 

D’autre part, on a, dans le polaire de .A', en distinguant pai- des aiccnts 
les grandeurs qui se rapportent à I’. Assemblage A' et à son polaire ( .A' |, 

'I loo] = — P [oioj = ■ y, --i P Jooi] = — ^7-^- 


.Mais, comme les Réseaux sur les plans des yz, des xz et des xy ne sont 
pas troubliis par le centrage, il vient 

S' ( 1 oo) = S ( I oo) = E P ( 1 oo I , 

S'(oio) = S(oio) = EP[oio], 

S' (ooi ) = S(ooi) = EP[ooi j. 

Donc, substituant, l’on aura 


( 77 ) 


P' [ loo] = 1^2 .P [ loo] , 
P'[oio] = ^a.P[oio|, 
P' [ooi ] t= P [ooi J, 


Digitized by Google 



MEMOIRE 


I l« 

P 1 1 oo| , P [o I O I , P [ 00 1 ] reprwentent en grandeur et en direction les 
arêtes des trois faces contiguës dn parallclijûpède générateur de l'Assemblage 
polaire |A|. Si, an contraire, on considère les plans diagonaux (iio), 
( loi ), (oi i), et spécialement ceux qui ont pour équation, dans l’Assemblage 
|iriniitif, 

.r -\-y =1, .r+r=i, y z = i , 

on voit facilement que ces plans passent par le centre du parallélipipcde 
générateur : ainsi, les parallélogrammes des Réseaux de ces plans deviennent 
tous centrés, et l’aire de leur maille devient moitié moindre. On a donc 


S'(iio)=iS(i lo). 
S'(ioi) =iS(ioi), 
S'(oii) = lS(oii). 

Donc 


/ P'|iio 


S' ( Il O ) 

— — 


S(iio) 


^^a.iP(iio|, 


^ jH) I et (le même 

P'[lOl] = ^.-.iP[lOl|, 

lP'[01ll = ^'-2.iP|01lj. 

PjiioJ, P[ioij, P (oii] représentent en grandeur et en direction les 
diagonales des trois faces contiguës du |>arallélipipcde générateur de l' Vs- 
semblage polaire f A |. 

Des équatioas (77) et (78) on conclut qu’il faut, pour obtenir l’.^ssem- 
blage fA'J, multiplier par ij/â li-s dimensions du parallélipipède générateur 
du polaire fA|, puis diminuer de moitié les paramètres des diagonales de 
ses SIX laces, ce qui s’obtiendra en centrant ces faces. 

I..a première de ces deux ojiérations change le noyau U du polaire | A | en 
iî ( )’= a il. Par la seconde opération, le jvarallélipipède générateur prend 

d«*s bases et des hauteurs deux Ibis plus petites ; son noyau ail devient donc 


<-gal à 


i a il = i II = il'. 


c’est-à-dire égal au noyau de l’Assemblage A'. Le centrage de l’Assemblage 
I \'j ainsi obtenu est donc complet; un centrage ultérieur, s’il pouvait 
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avoir lieu, rendrait la densité de [.^'J supérieure à celle de A', ce <|ui ii'esl 
pas possible (théorème CV, scolie). Donc [A'] est le polaire de l’As-seni- 
blage centré A'. 

Théorème GXI. — Si l'on centre les faces des paruUélipipèdes géné- 
rateurs qui composent un Assemblage donné A dont le polaire | A | est 
connu, pour former par ce centrage un noueel Assemblage A', on obtierulru 
le polaire (A' J de l’ Assemblage A', en centrant les parallélipipèdes polaires 
qui composent 1‘ Assemblage | A |, et diminuant toutes ses dimensions dans 
le rapport ^ : i . 

Kn général , soient M et 1\ deux Assemblages qui soient le |)olaire l'un 
de l’autre; soit ce que devient l’Assemblage M quand on centre tons 
ses parallélipipèdes ; soit ce que devient N lorsqu’on centre les laces de 
ses |>arallélipipèdes, polaires de ceux de M : il résulte du théorème précé- 
dent que et réunissent les conditions de dimensions relatives néces- 
saires pour être polaires l’un de l’autre; .seulement, au lien «l’avoir 

noyait .M^ = noyau , 

on aura 

(^q) noyau = « noyau 

Alors, si l’on augmente les dimensions de dans le rapport y/a à 
l’unité, les noyaux deviennent égaux et les .\ssemblages sont récipro«|iie- 
nient polaires (théorème précédent). 

On peut obtenir le même résultat, en diminuant les dimensions de _M^ 
«lans le rapport ; i; les noyaux deviennent égaux, et les Assemblages, 
réciproquement polaires. 

Dans le «as actuel, posons ÎN = A, M = [ A J, A’; M, sera l'Asseiii- 

blage [A] dont on a centré les parallélipipèdes, et M, réduit dans s«*s dimen- 
sions suivant le rapport yfï : t sera le polaire de A'. 

Théorème CXII . — Si l’on centre, dans les plans z = o, a = i , les bases 
des parallélipipèdes générateurs qui composent un Assemblage A dont le 
polaire [A] est connu, on obtiendra le polaire de l’ Assemblage à bases 
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rentrées A' , en rentrant, sur les plans | z J = o , [ z J = i , /eï bases de | A ] , 
nmltiplUmt les paramètres, sur les axes des ( a; | et des | >• | , par le rapport 
: i, et celui de l'axe des [ z] par le rapport ; a. 

Kn .ippliquant la nit'-tliode employée pour la démonstration du théo- 
rème <i\, on trouve 

E= R'v^, 

S' ( I oo) = S ( I oo) = E P [ I oo I , 

S' (oio) = S(oio) = EP [oio|, 
S'(oo«)=iS(ooi) = lEP|ooi|, 

I P'I looj = {Ta. PI looJ, 

(8o» I P'|oio] = y/â. P|oio), 

f P'|ooi I = i ^.P[ooi ], 

S'(i lo) =iS(i lo), 

S' (ioi) = S (loi), 

S' (oi 1 ) = S (oi i), 

jP'|M0l=iv'^..P|,.0j, 

(Si) 1 1*' I loi I = y/a . P [ loi ], 

f P'(oi i] = ^a.P [oii|. 

Des équations (8o) et ( 8 1 ) on conclut qu’il faut multiplier par ^-x toutes 
les dimensions de l’Assemblage [A], jniis diminuer de moitié le jiaramètrc re- 
latif à l’axe des [z], ainsi que le paramètre de la diagonale [ t lo]; cette der- 
nière opération équivaut à centrer les parallélogrammes sur le plan des | »j|. 

lia première opération change le noyau fi de l’Assemblage [A| en ali; la 
deuxième le divise par a, et le ramène à la valeur U; la troisième le ilivise 
par a, et le rend égal à i 12 : or telle est aussi la valeur du noyau de 
r Assemblage A'. Donc l’Assemblage ainsi obtenu sera le polaire de A'. 

Probi.ème XXXII. — Trouver V .dssemblage polaire d’un .dsscmbla^e 
à symétrie binaire. 

Soient Oz l’axe binaire [fig- 4^), et son paramètre: soient O.r = a, 
< ) V = b et xOy = é. 
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Supposons d'abord le prisme non centré, et posons 
(82) rt/>f/sin J = R*; 

E étant l’intervalle moyen, nous aurons 

E’=R*. 


1,’axe des [sj coïncidera avec Oï; les axes des |.r| et des | j| seront situes 
dans le plan des ary, et l’on aura 


[ « I = K’ — .=z'~ b, 

‘ * a MU 9 K 


I * I = - K 


la^saxes des ,r, z étant conjugués, puisque le prisme droit n’**st pas cen- 
tré, les axes des |.r|, | j| et [sj léseront pareillement, et le générateur de 
l'Assemblage polaire sera un prisme droit à base |jarallélogrammiqne. l.e 
Réseau du plan des jj"] | y| sera le polaire du Réseau des .«T-', agrandi ou 
diminué, dans le rapport d ; E. 

Si le prisme générateur était centré {voyez le théorème IA ), il liuidrait 
centrer les faces du prisme polaire obtenu en ne tenant d’abord pas compte 
du centrage (théorème GX.), et agrandir ensuite ses dimensions dans le 
rajqiort i On aurait ainsi pour générateur un octaèdre droit à base 

parallélogranimique, ou, ce qui revient au même, un prisme droit eemtré 
à base parallélogrammique. On trouve alors, pour les arêtes de ce dernier 
prisme. 




|rf| = R'{^ 


, 7 ’ 


et , pour l'angle compris entre [« J et [ t] , 


X.XXnr Cah,cr. 


! ^tang = 


a ab sin à \ 

a'— b' y 


■ 6 
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I’roblème XXX III. — Trouver V A sscmhla^c polaire d’un A ssembla^e 
à symétrie terbinaire. 

Prenons pour axes coordonnés les trois axes de symétrie binaire. Soient 
a, b, d les paramètres des axes des x, des r et des z; ( a |, | />], | rf | ceux 
des axes des |j;|, des | r| et des [zj. Ij’axe des [o:| coiiicidera avec l’axe 
des J,-, l’axe des | ) | avec celui des y, et l’axe des [z| avec celui des z. 
r.eci posé, il peut se présenter quatre cas dilTéients. 

Si le prisme <lroit, à arêtes a, b, d, n’est pas centré, r.\ss«*mblage jjo- 
laire aura pour générateur un prisme droit à base rectangulaire. 

Faisons, poui- abréger, 

(H’I) 

nous aurons évidemment 

(«/|| F?=ir, 

Si le [irisme droit e.st <'cntré en son eentre de volume (cas où l’Assem- 
blage peut être considén* comme dérivant de l’octaèdre droit à base rectan- 
gulaire), le polaire est un prisme droit, eenti'é sur ses six faces, et l’on 
trouve facilement (théorème EX) 

(85) E’=1R>, 

|«| = R»(/ïi = aE»;i, 

le prisme construit sur [nj, [//|, |rf| doit ensuite être centré sur ses six 
tiices, et alors il érpiivuudra à un octaèdre droit à base rlioml>e. 

Si le prisme droit est centré sur ses six faces (cas où l’ Assemblage j»eut 
être considère comme dérivant d’un octaèdre droit à base rlioinbe) , en vertu 
du théorème CXl, on retombe sur le prisme droit centré, lequel équivaut 
à l’octaèdre droit à base rectangtdaire. Soient toujouis a, b, d les arêtes 
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du prisme droit à faces centrées. On aura, d’apri's le théorème C\I, 

K>=ilO, 

(«|, |^|, I I seront les arêtes du prisme droit rectaii{;ulaire, lecpiel, étant 
centre, deviendra le générateur du polaire cherch<ê 

Fjifin, si le prisme était centré sur deux de ses laces, par exemple sur ses 
deux bases (cas où l'Assemblage (>eut être considéré comme dérivant d'un 
prisme droit à base rliombe), on trouverait, en se conformant aux prescrip- 
tions du théorème GX.II, et {wir des calculs analogues aux précédents. 


puis l'on centrerait le rectangle construit sur ( a | et [ /> | : on aurait ainsi un 
nouveau prisme droit à base rhombe. 

On peut aussi, pour ce dernier cas, s’appuyer sur la solution du pio- 
blèmc X.WIl. Faites, dans les calculs relatils à ce problème, 

« = h = a' , E = F^', 


ce qui revient à prendre pour axes des x et «les r les deux diagonales de 
la base rectangulaire centrée. Alors 


(« 7 ) 


E'* = rt'’«/sin<5, 

[«'| = E'’ ! -. = p 

‘ sin 0 K 




! 

? 

a , 


et l'angle du rhombe de la Itase du polaire sera iHo" — j. 

CornUaire /. — I,e polaire du prisme droit à base rectangulaire est un 
prisme droit à base rectangulaire; celui du prisme droit à base rhombe est 

i«) 
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un prisme droit à base rhombe: les deux rectangles, ou les deux rliombes, 
sont semblables. 

CoroUaire II. — I/octaèdre droit à base rectangulaire et l’octaèdre droit 
à base rhombe sont réciproquement polaires l’un de l’autre. 

Problème XXXIV. — Trouver l' Assemblage polaire d'un A s.sembiage 
ternaire, ou rhomboédrique. 

Le polaire d’un Assemblage construit sur un rhomboèdre dont l'angle 
plan est égal à a, et l’angle dièdre égal à m, est un autre rhomboèdre dont 
l’angle plan |a| (théorème G) est égal à i8o“ — u, et l’angle dièdre (u| 
à 180'’— a (•). 

Le rhomboèdre primitif sera com|)létement défini, si l’on donne le para- 
mètre a du Réseau à maille trié<|uiangle normal à l’axe ternaire, et le para- 
mètre d de cÆt axe ternaire. On trouve alors, par des propriétés connues 
du rhomboèdre. 


(88) 


boèdre polaire; on aura 


l J . 

1 a (1 — cos a 

9 

j 1 

rt* 

1 I (1 -4- cos _u 


paramètres 

de même s 

1 

- I«J’ ^ 

(i -t- CO.S ( u]) 

h 

1 


donc 

donc enfin 

(89) 


I 4- cos I «] = 1 — cos a ; 


j!L 

9«* 


JîJ’ . 
4 [«/J*’ 


“IfJ — ITrlJ, 

î ~ 3 


relation qui exprime la condition pour que deux rhomboèdres soient sem- 
blables, chacun d’eux au polaire de l’autre. 

Pour l’égalité des deux volumes, on a, en outre, la condition 

190) K> = iv/5«V/ = iv^31ap|^/l- 

(*) Ceit ce rhuiuboèdre que le profesieur Weiss a appelé le rhomboèdre par inversion , « Inver 
tirun^s-Rhombck^der ». [MerntHres de rAcadrntie Berlin , t. XV, p. t|3.) 
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On PII (’onolura les valeiii's de |n | et (r/J, savoir : 



I’robi.ème \XXV. — Trouver i xsemblagc polaire d'un A ssemblam- 
à symétrie (puUernnire. 

.Soient a, a les deux paramètres des côtés de la base carrée; soit d le 
fiaraiiiètre de l’axe des z, axe de symétrie quaternaire. 

S’il s’agit d’un prisme à base carrée, non centré, l’on aura 
(qi) a^/=R‘, E’=R*. 

|al = E’i, [rf|=E’i; 

le polaire sera aussi un prisme à base carrée. 

S’il s’agit d’un prisme centré à base carrée, le polaire sera un prisme cen- 
tré à base carrée dont les éléments peuvent se déduire de la solution du 
deuxième cas du problème XXXIII. Dans les formules relatives à ce cas, 
faites b — a\ vous trouvere/. un prisme droit centré à base carrée détemiiné 
jiar les formules 

(;,a) E>=iR>, 

W = v/iF,>;, K|=»K’i- 

Problème XXXVI. — Trouver ï Assemblage polaire d'un Assemblage 
Cl sy métrie scnairc. 

Ee générateur de l’.^ssemblage est un prisme droit à base rliombe, dont 
les côtés sont a, a, l’angle compris S égal à 1 20 degrés, la liaiiteiir égale à d. 

On trouve alors (voyez la solution du problème XXXIII, quatrième cas) 
que le générateur du polaire est un prisme droit à base rbombe, l’angle du 
rhoiiibe étant 180" — J ou 60 degrés, c’est-à-dire un prisme à symétrie 
séiiaire, comme on devait s’y attendre (théorème CIX ). 

Soient [a], [«1 les côtés du rbombe dans le prisme polaire , et | f/ ) la 
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liaiiteur: on aura, en ap|>li([uant les formules (H7), 
(;)■() 

l«l = Vln'5. 


On a, entre a 
lîl'l) 


, f/, ( a I et [ (/ ] , les relations 
=* 

a'>l = |fl* I |r/J, 


i|in sont les analogues de (8(j) et (90). 

I,e Réseau du plan normal à l’axe sénaire tourne de 90 def'ré-s dans son 
|)lan, et se modifie quant à son paramétre nnninunn. 

pKOBi.kxP. WWIl. — Trouver l' Assemhluge polaire il'u/i .■l.i.sciiibln^e 
a wnictrie lertpiateruaire. 

Si le jfénérateur de l’ Assemlilage est un eube, son polaire aura pour géné- 
rateur le même cube. 

Si le générateur de l’Assemblage est un cube rentré, dec(>téa, son polaire 
sera un eube à faces rentrées (théorème CX ), dont le côté | a | sera donné 
[lar la formule 

|a I =« ij/a. 

Réciproquement , si le générateur était un cube a laces centrées de 

coté a (ou octaèdre régulier de côté son polaire serait un cube 

centré (théorème C\I ) de côté [a], donné par réquation 

\insi les deux derniers modes sont réciproquement polaires l'un de 
l’autre. 

<)n pourrait aussi démontrer ces derniers résultats en considérant les 
rhomboèdres générateurs. Le rhomboèdre de 90 degrés a un angle plan 
de 90 degrés; il aura donc, pour polaire un rhomboèdre de 90 degrés (solu- 
lion du problème XXXIV ). 


Digitized by Google 



SUR LES SYSTÈMES DR POINTS DISTRIBUES IlÉOULlÈBEMENT. 
r^e rhomboèdre de 70® 3 1 ' 44 * a un aii{;le plan de 60 degrés ; il aura donc 
pour polaire le rhomboèdre de 1 20 degrés. 

Le rhomboèdre de 120 degrés a un angle plan de loij® 28' ifi*; il aura 
donc pour polaire le rhomboèdre de 7 o® 3 i' 44 *- 


(^oique le .Mémoire qui précède puisse être considéré comme étant une 
pure spéculation géométrique, et que les relations qui y sont démontrées 
soient indépendantes des propriétés physiques des corps, cependant ce 
travail a éui exécuté, par l’auteur, avec la peiusée de s’ en servir ultérieure- 
ment pour l’explication des faits fondamentaux de la cristallographie, et 
c’est vers ce but que sa rédaction a été spécialement dirigée. 

Il a toujours été admis, depuis Haüy, soit implicitement, soit explicite- 
ment, que les centres des molécules des corps cristallisés sont distribués, à 
des intervalles égaux, suivant des séries rectilignes, parallèles aux intersec- 
tions des plans de clivage. Le système géométrique formé par ces centres 
n’est donc rien autre chose que ce que nous avons nommé un « .Assemblage 
de points », et toutes les considérations développées dans ce Mémoire lui 
sont applicables. 

Si maintenant l’on admet qu’une eause quelconque uitervienne pour 
disposer l’Assemblage qui se constitue, au moment de la cristallisation, à 
une structure symétrique plutôt qu'à une structure non symétrique, il est 
clair que l’Assemblage délinitivenient formé appartiendra à l’une de nos 
sept classes (page 88), et de préférence à l’une des six premières, qui pos- 
sèdent seules des axes ou plans de symétrie. L’observation des corps cris- 
tallisés, naturels ou artificiels, prouve à posteriori qu’il en est ainsi; aussi 
la division géométrique des Assemblages correspond-elle fidèlement à celle 
iju’une étude patiente et attentive a porté à établir entre les différents sys- 
tèmes cristallins. 

Mais quelle est la cause de cette tendance des .Assemblages, que forment 
les centres des molécules des cristaux , vers la régularité symétrique.’ C’est 
ce que J’essayerai d’expliquer dans un autre Mémoire dont la rédaction 
est aujourd’hui terminée, et qui. Je l’espère, pourra être imprimé prochai- 
nement. Iæs principaux résultats île ce nouveau travail ont été cominu- 
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iiir|iiés à la Société Philomathique, ilans les séances des 17 et a 4 mars, 
19 mai, 7 juillet et 17 novembre iS.jg (voyez le ,lournal Y ftistUut, 
année 1849, aux comptes rendus de ces séances). Le Mémoire que l'on 
vient de lire, ainsi que a-lui •< Sur les Polyèdres de forme symétrique a, 
imprimé dans le tome XI du Journal de MatUèmai 'ujues de M. Lion- 
ville, forment, en quelque sorte, les Prolégomènes «le la théorie cristallo- 
graphique qui s’y trouvera développée. 

.le me borne à signaler dès à présent la forme polyéilrale, ou, si l'on 
veut, polyatomique, de la molécule du corps cristallisé, comme «létemii- 
naiit le genre de symétrie de I’ A.ssemblage cristallin correspondant ; la même 
cause, suivie dans ses conséquences ultérieures, explique d’une manière 
simple l’ensemble des phénomènes de l’hémiédrie, de l’hémitropie et de l’iso- 
mnrphisme. Si elle ne résout pas complètement le problème encore si dillicile 
du dimorphisme, du moins elle indique comment l’on doit chercher à distin- 
guer le dimorphisme de l'isomérie, et elle fait voir que, dans certains cas, le 
diinorphisiiie proprement dit , c’est-à-dire la cristallisation de molécules 
identi(|ues dans deux systèmes cristallographiques distincts, suivant l’étal 
du milieu ambiant, est un fait admissible, bien que contraire aux idt-es 
qui sont aujourd'hui le plus généralement adoptées en minéralogie. 

Ln Rapport sur le Mémoire actuel a été lu par M. (jauchy, à l’Académie 
des Sciences, le G août i 84 <) [*| {j'qve: les Comptes remlus, tome XXIX, 
}>age i 33 ). 

(^ii’il me soit permis, en terminant, de remercier l'illustre rapporteur, 
de la bienveillance avec laquelle il a apprécié mon travail ! 

[*] Commissaires, MM. Biol. Beudant, Dufrtnuy, Re^mault, Cauchy rapporteui. 
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ÉTUDES CRISTAU.Or.RAPHIQi:F.S. 


ICI 


ÉTUDES CRISTALLOGRAPHIQUES, 


Pai M. a. BILVV.VIS, 


Li»ut6oam «le Tninean , rrnteieeiir à l'École PoIjrUvbtiiqup. 


PREMIÈRE PARTIE O. 

DU CRISTAL CONSIDÉRÉ COMME UN SIMPLE ASSEMBLAGE DE POINTS. 


ÎJ 1. — De la structure itUenu: des corps cristalUsés. 

Il est admis aujourd'liui, par tous les physiciens, que les corps pondé- 
rables sont des agrégations de molécules de même espèce, tenues à distance 
|>ar des forces attractives ou répulsives dont la résultante est nulle, pour 
chacune de ces molécules, dès que ces corps sont parvenus à leur état d'équi- 
libre interne. Par le terme de « molécules de meme espèce », on sous-en- 
tend non-seulement que la com|>osition chimique doit être identique, mais 
encore que la disposition géométrique des atomes constituants est la même 
autour du centre de gravité de chaque molécule. Cette dernière hypothèse 
est nécessaire à l’explication des jihénomènes de Xisomârie; car c’est en fai- 
sant varier le mode de groupement des mêmes atomes que l’on parvient à 
concevoir deux corps isomères, c’est-à-dire possédant, malgré leur identité 
de composition, des propriétés physiques et chimiques complètement dis- 
tinctes. Il parait même que le moindre défaut de superposabilité dans les 
polyèdres moléculaires de deux substances, par exemple la circonstance que 
ces polyèdres sont simplement symétriques l’un de l’autre, mais non super- 
posables, peut suffire pour produire au dehors certaines différences plus ou 
moins appréciables. i (*) 


(*) Prcicntfc à TAcbdcmie des Sciences, le 36 février iB49< 
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Dans les corps solides non cristallisés, l’arrangement relatif des centres des 
molécules ne paraît soumis à aucune règle fixe, et les lignes homologues des 
polyèdres moléculaires sont indistinctement dirigées vers toutes les régions 
de l'esjiace. Si l’on isole un cylindre d’une telle substance pour déterminer 
ses constantes spécifiques, ses coefficients de traction ou de flexion, la 
valeur de sa dilatation thermométrique, sa manière d’agir sur la lumière ou 
la chaleur, on trouve des résultats constants et indépendants de la direc- 
tion qu’occupait dans l’intérieur de la masse générale l’axe du cylindre ainsi 
séparé. Dans les corps cristallisiis, au contraire, les résultats obtenus varient, 
en génénd, suivant la direction de cet axe; une sorte de polarité moléculaire 
se manifeste, et l’on e.st ainsi conduit à admettre que les |jolyèdres molécu- 
laires sont semblablement tourm-s, leurs lignes homologues étant parallèles. 

Non-seulement les molécules d’un cristal sont semblables et semblablement 
orientées; mais elles sont, de plus, disposées en files rectilignes, et séparées 
l’ime de l’autre, sur cliaque file, par des intervalles égaux. I..a disposition 
rectiligne est indiquée par la rectitude des arêtes, et, mieux encore, par les 
résultats du clivage : toutes les fois qu’il existe deux plans distincts suivant 
lesquels le cristal peut se débiter en lames, les prismes de clivage peuvent 
être amenés à avoir leur section aussi petite qu’on puisse le désirer; la dispo- 
sition n-ctiligne des molécules est la conséquence forcée d'un tel mode de 
subdivision (*). 

I/égalité des intervalles ne résulte pas moins clairement du fait suivant, 
dont j’emprunte l’énoncé à M. Biot, savoir que « si, dans un cristal constitué 
« continûment, on isole un solide de dimensions sensibles et de configura- 
« tion quelconque, tous les solides pareils et parallèles à celui-là, que l’on 
■t pourra extraire de la masse du cristal, seront identiques physiquement et 
« chimiquement. » 

Dans la première partie de ce Mémoire, nous nous bornerons à tenir 
compte des positions occupées par les centres de gravité de chaque molé- 
cule, et nous réserverons pour la deuxième partie les questions relatives 
à la forme et à la symétrie des polyèdres moléculaires considérés en eux- 
mêmes. 


(* ) ^ ^ ce sujet M . Delaf(>sse. Saiwits étrangers , tome VIll , page 649* 
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Le cristal, ainsi réduit par la pensée, n’est plus qu'un système de points 
mathématiques distribués, suivant la loi de l’équidistance, sur des files recti- 
lignes parallèles entre elles. Cette définition est précisément celle que nous 
avons donnée des Assemblages ou Systèmes rctwulaires de points, dans un 
précédent travail (*). 

Les arêtes du cristal, ainsi que les intersections des faces et plans de clivage, 
correspondent à nos Rangées Ae Sommets; les faces limites du cristal sont des 
plans contenant ces Rangées, elles coïncident avec nos plans réticulaires : 
sur chacun de ces plans, il existe un Réseau de centres moléculaires, trop dé- 
licat pour que notre œil puisse le percevoir, mais dont les déductions précé- 
dentes nous démontrent clairement l'existence. 

Dans l’exposé de la théorie générale des Assemblages, j'ai montré que 
deux plans réticulaires ne se coupent pas nécessairement suivantune Rangée; 
ainsi l'arête d'un cristal [leut ne pas êti-e une Rangée, mathématiquement 
parlant. Cep-ndant on devra remarquer que, si, par un centre moléculaire 
très-rapproché de l'intersection de deux faces, on imagine menés deux plans 
parallèles à ces faces, ces nouveaux plans, qui, pour nos organes, coïncident 
avec les plans précédents, vu l’excessive petitesse des espaces intermolécu- 
laires des corps, doivent se couper suivant une des Rangées del’.'\sseniblage. 
Il n’y a tlonc aucun inconvénient réel à considérer les arêtes des cristaux 
comme étant des Rangées de molécules. 

De même le point d’intersection de trois faces d'un cristal peut être pris 
pour un centre moléculaire, quoique, par suite du mode d'apposition des 
strates parallèles à ces trois faces, ce sommet puisse se trouver remplacé 
|>ar une troncature, dont les dimensions infiniment petites seront d'ailleurs 
complètement insensibles pour nos organes. 

Dans ce qui va suivre, toute face d’un cristal sera considérée comme un 
plan mathématique, chargé sur sa surface d'iui système de centres molécu- 
culaires disposés en forme de Réseau. Toute arête sera prise pour une file 
rectiligne de tels eentres, et chaque sommet sera censé être occupé par l'un 
d’eux. 


(*) Sur les Systèmes de poinls dUlribaés régulièrement, /oamat de, l’ École Poljrtechniifue , 
XKXIir cahier^ ■> 
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§ II. — Des sept systèmes cristallins. 

Le degré de symétrie d’un Assemblage est caraetérist- par le nombre 
d’axes de symétrie qu’il possède, l’ordre de la symétrie de ces axes et leur 
situation relative. Sous w point de vue, nous avons, dans le Mémoire déjà 
cité, distribué les Assemblages en sept classes distinctes. En admettant que 
les sept modes de symétrie correspondants se rencontrent tous dans la 
nature, nous aurons sept classes distûictes de substances cristallisées, c’est- 
à-dire sept systèmes cristallins. C’est, en cfict, ce qui a lieu. 

■A la vérité, les minéralogistes n’en admettent ordinairement que six; mais 
si l’on coupe en deux le système rliomboédrique, en séparant, comme l’avait 
déjà fait Haiiy, les cristaux qui paraissent dériver du prisme hexaèdre régu- 
lier, de ceux dont le noyau ]>arait être un rhomboèdre, on verra facilement 
<pie nos sept classes correspondent, terme pour terme, aux divers systèmes 
cristallins des minéralogistes. Le système diclinoïdrique de .M. Naumann 
n’est qu’un cas particulier du système asymétrique, comme l'a très-bien fait 
remarquer M. Dufrénoy (Traité de Minéralogie, tome I, page i4o)- 

tiela posé, il e.st évident que nos As.semblages terquaternaires (*) répondent 
au système régulier, ou système cubique, des cristallographes ; 

Que l’Assemblage sénaire fait partie du système dit rhomboédrique; 

Que l’Assemblage quaternaire répond au système pyramidal, ou du prisme 
droit à base carrée; 

Que l’Assemblage ternaire forme une classe qui, comme la classe corres- 
pondante à la symétrie sénaire, dépend du système rhomboédrique; 

Que l’Assemblage terbinaire correspond au système du prisme droit à base 
rectangle; 

Que r .A.sscmblage binaire forme le système dit monoclinoidrique , ou 
prisme oblique rhoinboidal d’Ilaüy; 

Enfin <jue l’Assemblage asymétrique se rapporte an système du prisme 
oblique non symétrique. 

La même division de nos Assemblages en modes divers, hexaédral, octa- 


(*) Mémoire cité, Journal de l'École Polytechnique , XXXIII' cahier, page H8. 
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édral, etc., est évidemment applicable à la division des cristaux appartenant 
à un même système cristallin. 

On verra, dans l'un des paragraphes suivants, comment, au moyen de la 
loi dite « loi de symétrie », qui exige que les plans réticulaires, ou faces, 
de même espèce existent simultanément sur le contour du cristal, on peut 
retrouver les axes et {ilans de symétrie de l’Assemblage cristallin, et, par con- 
séquent, dire à quel système il appartient. 

l.a détermination du mode cristallin offre plus de difficultés; car il résulte 
du théorème LX.X\11 de mon Mémoire sur les Systèmes de points que les 
mêmes plans réticulaires, avec les mêmes angles d’inclinaison mutuelle, 
peuvent exister, comme faces du cristal, quel que soit le mode auquel on rap- 
porte ce (h'rnier. Ainsi l’inspection des arêtes et faces d’un échantillon unique 
d’une espèce minérale, dont le système cristallin est donné, ne suffit pas pour 
faire discerner le mode cristallin propre à cette espèce. 

Nous verrons plus tard que cette indécision peut être levée, dans lui 
grand nombre de cas, par rexamen d’un nombre un peu considérable 
d’échantillons de la même espèce, on par la considération des inégales résis- 
tances au clivage parallèlement aux diverses faces. 

De plus, en vertu du scolie du théorème LXXXll, il existe, entre les classes 
séuiaire et ternaire, une indétermination analogue à celle que présentent 
(leux modes appartenant à un système cristallin à plusieurs modes, et l’in- 
spection d’un seul échantillon pourra bien ne pas suffire à la détermination 
du système. Cependant les lois générales de la symétrie extérieure, lois dont 
nous aurons à parler bientôt, pourront, dans le plus grand nombre de cas, 
faire disparaître (%tte incertitude. 

111. — Des formes eristulUnes et de la loi de symétrie. 

L’illustre Haüy a remanpié que les faces d'une espèce minérale s’asso- 
<?iaient suivant certaines règles, et il a désigné sous le nom de faces iden- 
tiques celles qui, ainsi associées, [laraissent ou disparaissent à la fois dans 
l’enveloppe polyédrique du cristal. Haüy a cherché la condition de coexi- 
stence de ces faces dans la similitude de leur mode de génération sur toutes 
les parties identiques d'un noyau central qu’il appelle la forme primitive 

XXXlf Othier. i4 
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<U- la substance ; il reconnaît Videntilé, pour les arêtes, à l’égalité de lon- 
gueur et à l’égale inclinaison de leurs angles dièdres; pour les angles 
solides, à l'égalité de leurs parties élémentaires et à l’égale longueur de 
leurs côtés. 

I.es géomètres qui ont suivi les méthodes allemandes déterminent les laces 
coexistantes en supposant qu’un, deux, ou trois des segments interceptés 
par l'une de ces faces sur trois axes cristallographiques changent de direc- 
tion en restant sur le même axe, ou en passant sur un autre axe de même 
paramètre, sous la condition, toutefois, que le nouvel angle trièdre compris 
entre les segments soit égal ou géométriquement symétrique à l'angle trièdre 
primitif. 

Ces règles résultent d’une étude très-approfondie d’un nombre immense 
d’espèces minérales; mais elles sont empiriques, et la cause physique de la 
coexistence n’en ressort pas d’une manière bien nette. Il en est réstilté que, 
dans la pratique, ces règles ne se sont pas toujours trouvées d’accord ; ainsi, 
les douze faces d’un birhomboèdre formé sur les arêtes «les bases d’un prisme 
hexaèdre régulier sont coexistantes, d’après la théorie de llaiiy; mais, suivant 
les méthodes cristallographiques de M. Miller, ces douze faces appartiennent 
à deux associations distinctes qui peuvent exister sé[)arément. 

D’autre part, M. Delafosse a parfaitement fait voir (Mémoire cité, p. 1)54) 
que la condition d’identit»' géométrique, dans les diverses parties de la 
forme primitive, pouvait ne pas être suffisante, et qii’ainsi on ne pou- 
vait rationnellement baser la loi de coexistence sur cette identité géomé- 
trique. 

Ces difficultés disparaissent lorsqu’on assimile les crisUuix à des Assem- 
blages «le molécules. 

Nous distinguerons sous le nom de faces de meme espèce, comme nous 
l’avons fait dans la théorie des Assemblages, celles qui peuvent être amené«*s 
il superposition, Réseau sur Réseau, par une rotation ou translation conve- 
nable, la superposition des faces entraînant avec elle celle des Assemblages. 
Si, de plus, «’ctte superposition entraîne aussi celle des polyèdres molécu- 
laires que l’on peut supposer liés aux plans de ces faces et participant à leurs 
mouvements, nous dirons que ces faces sont de même espèce, et, de plus, 
idciitifjucs. 
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IæIo'i de coexistence des faces, généralement désignée sous le nom 
tle loi de symétrie, consistera dans la nécessité de la formation simul- 
tanée de toutes les faces de même espèce avec une face donnée. Appli- 
quée au cas du clivage, cette loi exigera que le cristal, pouvant se cliver 
parallèlement à un certain plan réticulaire, se clive aussi, et avec la même 
tacilité, parallèlement à tous les plans réticulaires de inèiiie espèce que le 
précédent. 

I..3 raison physique de la loi précédente est que, dans l’acte de la cristalli- 
sation, deux faces de même espèce se présentant, en général, de la même 
manière au milieu générateur, et leur tissu sous-jacent étant l«‘ même, les 
lorces moléculaires qui décident l’apposition successive des strates parallèles 
à l’une d’elles se retrouvent les mêmes dans la formation des strates pa- 
rallèles à la deuxième. Mais la nature de cet énoncé fait concevoir que, même 
indépi'ndammcnt des causes étrangères qui peuvent agir inégalement sur les 
lianes de la masse cristalline en voie de formation et y déterminer des avor- 
tements accidentels, les forces productrices des laces de même espèce ne 
|)euvent être complètement pareilles des deux parts, que si les laces sont, 
non-seulement de même espèce, mais identiques. 

Il convient, toutefois, pour procéder du simple au composé, d’admettre 
provisoirement la loi de la coexistence des faces de même espèce, sans tenir 
compte de la forme du polyèdre moléculaire. Nous verrons ensuite com- 
ment la prise en considération de la fornje de ces polyèdres oblige à rétiuire 
dans un certain rapport le nombre des faces qui doivent théoriquement 
coexister. 

On a désigné sous le nom de forme cristalline l’ensemble de toutes les 
faces qui doivent coexister à une face donnée. Une forme sera donc la réiuiion 
de toutes les faces de même espèce que la face donnée. Une forme peut 
suffire à clore le cristal, et elle est dite alors forme fermée; elle est dite ouverte 
dans le cas contraire. 

Le nombre des faces d'une forme dépend du nombre des axes du système, 
et l'on pouiTa toujours le déterminer de la manière suivante. Soit le 
nombre d’axes de symétrie d’ordre 7 que possède le cristal. Une première 
face étant donnée, la symétrie propre à chacun de ces axes donnera naissance 
à 7 — I autres faces dérivant de la face dormée par des rotations répétées, 

■ 4 - 
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de autour de cet axe (*) ; le nombre total des faces ainsi obtenues, non 

compris la face initiale, sera donc {(] — i ) . Pour se rendre compte de leur 

mode de distribution, on élèvera des normales sur le côté externe de chaque 
face, et on les prolongera, ainsi que les axes de symétrie, jusqu’à la siirlàci* 
d’une sjihère de tri’s-grand rayon dont le cristal occupe le centre ; puis, de 
chaque extrémité d’axe, comme pôle, on décrira des petits cercles passant 
par le pôle de la face donnée, et sur lesquels viendi'ont se ranger les pôles de 
toutes les faces de même espèce, homologues par rajiport à cet axe. La repré- 
sentation graphique des positions de ces points sur la sphère de projection 
est fort utile en cristallographie. 

Ku répétant la précédente opération sur les axes d’ordre ij', d’ordre </", 
on obtiendra le nombre total des faces ainsi associées, puisque deux plans 
réticulaires de même espece sont toujours homologues par rapport à un axe 
de symétrie (théorème LXXXVII); ce nombre total sera donc 

I -+-(7— ') (7^ — ') ^< 1 , — ') 

Mais la forme n’est point encore complète; car, à chacune de ces faces en 
correspond une autre qui lui est parallèle, mais qui est située sur le côté 
opposi! du cristal ; cette face doit aussi appartenir à la même forme. Donc on 
devni multiplier par 2 le nombre ainsi obtenu, et comme d’ailleiiis q, tj , q" ne 
peuvent être égaux qu'à 6, 3 , 4 ou 2, on pourra énoncer le théorème suivant: 

Théorème I. — Ij; nombre N des faces d’une forme complète, dans itn 
système cristallin contenant N, axes sénaires, N, axes quaternaires, N, 
axes ternaires, N, axes binaires, sera donné par lu formule 
(1) X = 2 (1 3 3 N,-+- 2 N,-+- N,). 

En appliquant cette formule, et employant les valeuis de X,, N,, N,, X,, 
fournies par le tableau de la page 91 de mon précédent Mémoire, on 
trouvera : . 

I système cristallin, N = 48 ; 5 ' système cristallin, N = 8 ; 

2* système cristallin, X = 24 ; 6' .système cristallin, X 4î 

3 ' système cristallin, X= 16; 7' système cristalliu, X= 2. 

4 * système cristallin, X = 1 2 ; 

(*) Thvorèluc LXXXVIII de mon prcccdvnt Mémoire. 
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Lorsqu'il s’agit de corps cristallisés, la figure du corps étant celle d’uii 
polyèdre terminé et convexe, la limitation de l'Assemblage introduit un 
élément nouveau, la bilatéralité des faces, et il est nécessaire d’en tenir 
compte. En efiet, chaque face d’un cristal a un côté interne et un côté ex- 
terne, et l’on peut concevoir que la même distinction de sens soit appliquée 
aux jwrties de la face que l’on prolonge par la pensée au delà de l’aire poly- 
gonale par laquelle elle s’applique sur le cristal. 

Nous dirons désormais que « deux faces de même espèce sont directement 
semblables », lorsque la rotation qui établit la coïncidence de leurs Rivaux 
amène le côté interne de l’une sur le côté interne de l'autre : il est facile de 
voir que les polygones par lesquels ces faces sont en contact avec le cristal se 
projettent alors sur l’axe qui a servi à effectuer cette rotation, ilans l inté- 
rieur même de la masse cristalline. Au contraire, ces deux faces seront dites 
inversement semblables , si le mouvement qui fait coïncider les deux Ré- 
seaux prolongés au besoin, amène le côté interne de l’une des faces sur le 
côU- externe de l’autre; dans ce cas, l’axe de la rotation est situé en dehors 
du cristal. 

Cette définition montre que deux faces homologues par rapport à un 
plan de symétrie sont toujours inversement semblables : car alors la masse 
du cristal est toujoui's comprise entre les parties homologues des deux faces, 
le biseau de l’angle dièdre formé par ces faces est extérieur au cristal, ou du 
moins placé à sa limite ; l’axe binaire autour duquel une rotation de 1 8o de- 
grés doit avoir lieu pour produire la superposition de ces faces, étant nor- 
mal à ce plan de symétrie et s’appuyant sur l’un des points de ce biseau, sera 
nécessairement extérieur au cristal. 

Toute face parallèle à une face donnée lui est inversement semblable; 
car leur superposition, par simple translation, amène le côté interne de l’une 
sur le côté externe de l’autre. De même, toute face A directement semblable 
à une face B, sera inversement semblable à la face parallèle à la face B. Plus 
généralement, on peut énoncer le théorème suivant ; 

Théorème II. — Deux faces directement semblables ou inversement sem- 
blables à une troisième sont directement semblables entre elles; et deux faces 
sont inversement semblables, si t une d'elles est directement semblable à une 
troisième, et si l’autre lui est inversement semblable. 
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Kn résunic, toute forme cristalline se déeompos«‘ en 

Une face A primitivement donnée, et que je nonuiiciai la f(we dcter- 
minunle. de la forme; 

”>N, 3^, 2 N, -(- N, faces directement semhlablcs à A; 

Une face A' parallèle à A et qui lui est inversement semblable ; 

■’)N, -f- 3N, -f- 2 N, faces directement semblables à A' et inverse- 

ment semblables à A. 

Ainsi toute Ibrmc se décompose en deux demi-formes : 

Une demi-forme directe, composée de 1 -f- 5 !V , -t- 3 N. — aN, -t- N, laces 
toutes directement semblables entre ell«*s ; 

Une demi-forme inverse, compost'e d’un pareil nombre de faces, toutes 
directement semblables enti'e elles, mais inversement semblables aux fac<‘s de 
la demi-forme directe, et parallèles deux par deux à ces dernières. 

Dans le cas où la forme se compos** de plans de clivage, il n’y a 
plus lieu de distinguer les côtés interne ou externe des faces, et le 
nombre des plans qui constituent la /orme de clivage est simplement égal 

à I ^ 3 N, -f- a N J, -4“ N J. 

l-a valeur du nombre IV indiquée jwr ré(|uation ( 1 ) se rapporte au cas 
général où la face déterminante A, qui sert de départ à la forme cristalline, 
ii’offre aucune jjarticularité de position, relativement aux axes de symétrie; 
alors la forme sera dite forme oblique. 

Dans le cas contraire, il pourra arriver que sur les \ faces qui com- 
posent la forme oblique, deux ou pliisieurs se confondent en une seule. 
t.e nombre M se réduisant alors à l'un de ses sous-multiples, il se produit 
une forme restreinte, moins riche «‘n faces <|ue la forme oblique, mais dont 
la symétrie «“st néanmoins tout aassi complète. Je reviendrai sur ce sujet 
dans le § VI. 

V’ IV . — De la dérivation des faces et du choir des a.res coordonnes . 

La surface extérieure d’un cristal appartient quelquefois à une seule forme 
cristalline, mais, le plus souvent, à deux ou plusieurs formes dilférentes. 
Une face d’une forme étant donnée, toutes les autres faces de la forme 
en cMultent ; mais cela ne nous apprend pas quelles sont les autres formes 
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ljui ont pu s’asso<-ier à la precedente, pour contribuer avec e-lle à clore le 
cristal. 

Il existe, à cet égard, certaines règles auxquelles la nature se plie, et qui 
permettent «le faire dériver toutes les faces et formes [«ossibics «lu cristal, 
une fois que l’observation a fait connaître, pour cha«]ue espèce minérale, 
certaines constant«-s qui lui sont propres. 

Cette dérivation des faces a été jusqu’ici obtenue, soit par la méthode des 
«lécroissements ou méthode moléculaire, soit par la méthode des troncatures 
rationnelles ou métho«le géomi-trique. 

Dans la première méthode, due à Bergmann et Haüy, on choisit un cer- 
tain parallélipipède comme noyau «lu cristal, et l'on assemble face à face ces 
|>arallélipipèdes de manière à produire des lames qui se superposent, chaque 
lame reculant sans cesse de la même quantité sur l«»s bords «le son contour, 
[wr rapport à celle qui la précède. Dans chaque lame, l’apposition des pa- 
rallélipipèdes produit des files parallèles qui sont également placées en retrait 
l’une par rapport à l’autre. Les dimensions du noyau sont les consbuites 
qu’il s’agit de déterminer une fois pour toutes, et il ne reste plus «ju’à faiir 
varier les lois d'apposition de ces parallélipipèdes que Haüy avait désignés 
sous le nom de nwlécules soustmetives, p«Mir obtenir toutes les faces pos- 
sibles du cristal. On démontre que, dans ce cas, tout plan parallèle à la face 
«jui passe par les sommets restés exempts d’appositions latérales, tron«|ue les 
trois ar«'tes de l'un d«^ angles du noyau suivant des segments pro|)ortion- 
nels à certains sous-multiples simples des longueurs primitives des arèt«?s. 
(Vest l’ii faisant varier les rapports de ees sous-multiples entre eux que l’on 
obtient toutes les faces possibles. 

Dans la méthode des troncatures rationnelles, on choisit trois droit«'s se 
«•-oupant au même point, dans l’intérieur du cristal, et sur ces «Iroites on 
porte trois longueurs «i, b, d nommées paramètres. Les grandeurs a, b, d et 
les angl«»s qui fixent leur position relative sont les constantes spi'ciliques que 
l’observation doit faire connaître; elles restent les mêmes pour tous les 
échantillons d'iuie même espèce minérale, mais varient d’une espèce à une 
autre espèce ; ces droites, désignées en général sous le nom d'axes cristallo- 
graphiques, sont le plus souvent des axes de sjmélrie du cristal. Alors la loi 
«le dérivation des faces j)eut être énoncée de la manière suivante ; « Prenez. 
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a ", h, k «Uaiit des nombres entiers susceptibles de devenir négatifs dans le 
K cas où le segment devrait être compte en sens inverse du paramètre; le 
a plan mené par les trois extrémités de c»s segments sera l'une des faces 
(( possibles du eristal. » 

Si l'un des nombres g, h, k devenait nul, le segment eorrcspotidant 
deviendrait infini, et le plan de la face serait parallèle à l’un des trois axes. 

La face est alors désignée par la notation syinboli(|iie {ghk). Ainsi la loi 
de dérivation des faces consiste dans la variation illimitée des nombre^ 
entiers g, h, k qui sont a|)pelés les caractvristiijiies de la face. 

Non-seulement ees deux modes de dérivation coincident quant aux résul- 
tats; mais, en outre, ils sont évidemment identiques avec le mode de dériva- 
tion de nos plans réticulaires. En efiét, un Assemblage étant rapporté à trois 
Rangées conjuguées comme axes, et a, h, d étant les paramètres de ces Ran- 
gées, ré(|uation générale des plans réticulaires est, en coordonnées linéaires. 



g, It, k étant les trois caractéristiques du plan réticulaire (ghk). Si donc nous 
faisons coïncider les axes coordonnés de notre .Assemblage, avw les axes 
cristallogiapliiques des minéralogistes allemands, si de part et d’autre nous 
prenons les memes paramètres, et si nous assignons à g, h, k les mêmes va- 

leurs, le plan de l’équation (u) qui coupe les axes aux distances ^ h, j d 


de l’origine, coincidera, quant à sa direction, avec la face «pii a pour sym- 
bole (ghk.) dans le système des troncatures rationnelles. 

.Ainsi nos plans réticulaires de symbole (ghk) sont précisément les plan^ 
stVants à troncatures rationnelles de la cristallograpliie allemande, plans 
auxquels MM. Frankenlieim, Wliewel et Miller ont assigné la même notation 
svmboliquc (ghk)', ce sont aussi les faces de «lécrois.sement de la théorie 
d’Haüy. M. Miller a représenté, en outre, par le symbole \ghk\ l’ensemble 
de toutes les faces qui s’associent à la face (ghk) pour constituer une forme 
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complète dans un système cristallin désigné d’avance. Nous conserverons 
cette notation, qui sera l’expression abrégée des symboles des N faces qui 
composent la fonne (wj-cz ci-dessus, page loH). 

Je représenterai aussi avec M. .Miller par * j la demi-forme directe 
correspondant à {(’hk), et par x{^'/<Jt'|sa demi-forme inverse. 

Il convient maintenant de faire, dans cliaeun de nos sept sy.stèincs cris- 
tallins, un choix convenable des axes coonlonnés auxquels nous devrons 
rapporter les faces des cristaux. Nous adopterons, autant que cela sera po.s- 
sible, trois des axes de symétrie du système. Toutefois cela n’est pas indis- 
petLsable, et M. Miller a décrit le système ternaire (système rliomboédrique), 
en prenant pour axes coordonnés les arêtes du rhomboèdre générateur, 
lignes cpii ne sont point des axes de symétrie du cristal. 

Dans tous les systèmes cristallins, sauf le premier et le dernier, il existe 
au moins un axe de symétrie principal i^ voyez le tableau de la page q3 du 
-Mémoire sur les Systèmes de points). 

Je supposerai toujours cet axe placé verticalement, et je le prendrai pour 
axe des ordonnées linéaires et di-s ordonnées numériques z tpii leur cor- 
respondent. Dans le système terquaternaire, où il existe trois axes (juater- 
naires, l’un d’eux, arbitrairement choisi, sera considéré comme étant l’axe 
des Z. 

Lorstpi’il -SC présentera plusieurs modes cristallins dans un même .système, 
on se guidei-a, pour le choix des axes, sur la convenance du mode hexaé- 
dral, dont tous les autres modes dérivent ensuite avec facilité par des cen- 
trages convenables, et qui offre, de plus, cette circonstance remarquable, 
f(ue les trois arêtes de sou hexaèdre géiiéi-ateur sont des Rangées conjuguées 
de l’Assemblage. 

Dans le cin(|uième sy.stème, qui renferme deux modes hexaédraux, l’un à 
base rectangle, l’antre à base rhombe, c’est le mode à base rectangle qui devra 
servir de point de départ. 

Système terquaternaire. — On prendra pour axes coordonnés les trois 
arêtes du cube servant de noyau au mode hexaédral. Les axes des x,y, z sont 
alors rectangulaires entre eux; les trois paramètres sont égaux et représentés 
]>ar a, a, a. l.es axes coordonnés sont les axes quaternaires de l’.\ssemblage. 

Nous verrons bientôt qu’on peut substitueraux axes quaternaires les quatre 
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axes ternaires de l’Assemblage; mais cette substitution ne devra se faire qu’ex- 
ceptionnellement, attendu qu’elle mène en général à des résultats moins 
simples. 

Système sénaire. — f.es memes axes que pour le système ternaire qui en 
dérive par le procédé indiqué à la page yS de mon Mémoire sur les Sys- 
tèmes de points. 

Système quaternaire. — Les trois arêtes du prisme droit à base carrée, 
qui forme le solide générateur du mode liexaédral, seront pri.ses pour axes 
coordonnés. On prendra, pour axe des s, l’axe quaternaire; pour axes des 
.V et des y, les deux axes binaires de première espèce; les paramètres sont 
«, a, d, sur ces axes. f,e paramètre des axes de seconde espece est a 

Système ternaire. — On peut, avec M. .Miller, prendre pour axes coor- 
donnés les trois arêtes du rhomboèdre générateur. 

On peut appliquer ce même système d'axes au système sénaire qui en 
dérive, puisque les plans réticulaires sont les mêmes de part et d’autre. 

Toutefois, il faut remarquer que les douze faces, qui, réunies, constituent 
la forme la. plus générale ùw système ternaire (voyez Cristallographie, de 
Miller, trad. française, pagc77),nereprésententpas la forme complète dusys- 
tème sénaire : pour obtenir les douze autres faces, on doit faire tourner de 
i8o degrés les faces de la forme {g'/zX-j autour de l’axe sénaire. 

Dans le système de M. Miller, les axes coordonnés étant parallèles aux 
arêtes du rhomboèdre générateur, on trouve facilement que le plan {ghk), 
tournant de 180 degrés autour de l’axe de symétrie ternaire, vient coïncider 
avec un plan réticulaire de notation {g' k' k'), g' ,li' , k' étant des nombres 
entiers déterminés par les formules suivantes [Cristallographie, § i 33 ) : 

1 — g - 4 - a h -H 2 /■ = g', 

Ig — h -i- ^k = h', 
o.g-h^h— k — k’\ 

ainsi les formes à douze faces \ghk\, \g' h' k'[ s’associeront entre elles pour 
constituer la forme la plus générale du système sénaire. 

Mais il est préférable, comme nous le dirons bientôt, de prendre pour axe 
des s, dans les systèmes sénaire et ternaire, l'axe principal du système, et 
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pour axes des ,v et des j, deux des trois axes binaires de première espèce qui 
se croisent à son pied dans le plan qui lui est normal : le paramètre de l’axe 
des 2 est alors égal à d ; celui des axes des x et des _>• est égal à a. 

Système terbinuire. — On prendra pour axes les trois arêtes du (larallé- 
lipipède rectangulaire qui forme le solide générateur du mode hexaédral re»‘- 
tangle. Les axes coordonnés coïncident alors avec les trois axes de symétrie, 
et sont, en même temps, des Rangées conjugées de ce mode cristallin. I,es 
paramètres sont inégaux, et rejirésentés par a, b, d ; l’axe des 2 est supposé 
vertical, et considéré comme étant l’axe principal du système. 

Système binaire. — On prendra pour axe des z l'axe binaire, et on !<■ 
placera verticalement. Cet axe est une des arêtes du prisme droit qui, dans le 
mode hexaédral, forme le solide générateur de l'As-semblage; il est donc nor- 
mal au plan des xy ; son paramètre sera représenté par d. Les axes des x et 
des y sont deux Rangées conjuguées cjuelconques du Réseau tracé sur ce 
[)lan ; elles font entre elles un angle égal à S, et leurs paramètres sont égaux 
à a et à 6 . 

Système asymctrie/iie. — Trois Rangées conjuguées quelcont|ues se cou- 
pant en un même Sommet peuvent être prises pour axes coordonnés. Les 
paramètres, sur les axes des x, des _i‘ et des 2, continueront à être représentés 
par a, b, d; les angles plans formés par ces mêmes axes entre eux, sur les 
plans des yz, des xz et des .ry, par «, p et J; enfin les angles dièdres opposés 
à ces angles plans par /u, r, <or. 

Quoique nous adoptions en général les axes coordonnés dont s'est servi 
.M. Miller, on verra, dans le paragraphe suivant, que nous nous écartons de 
la méthode du savant professeur pour les systèmes sénaire, ternaire et binaire. 

g V. — Des notations cristallograp/iit/ues. 

Nous avons vu que le symbole (gfik) représentait la série des pians réti- 
culaires parallèles, dont l’équation est 



ou, plus simplement, en coordonnées numériques, 
( 6 ) gx -h hy kz = C. 
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Pour pouvoir distinguer l’une de l'autre la face {ghk) et la parallèle si- 
tuée de l'autre côté du cristal, M. Miller représente cette dernière par 
( — g, — h, — X'), ou, mieux encore, par le symbole {g h X); cela revient 
à supposer que l’origine des coordonnées est située dans l’intérieur du cris- 
tal, et que le nombre C est essentiellement positif. Cette convention seni 
admise dans tout ce qui va suivre. 

Le système de notations imaginé par .M. Weiss, et adopté par la plupart 
des cristallogra plies allemands, consiste à écrire, sous forme de progression 
géométrique, les trois distances auxquelles la face considérée, ou une de ses 
parallèles, coupe les trois axes, à partir de l’origine. Ainsi, «, h, d étant 
les trois paramètres, si le segment intercepté sur l’axe des x est ma, si 
celui relatif à l’axe des_^- est nb, si celui relatif à l'axe des : est pd, la nota- 
tion de la face sera 

ma ; nb : pd. 


lîn vertu du principe des troncatures rationnelles, m, n, p sont des nom- 
bres entiers ou fractionnaires, susceptibles de devenir infinis, mais jamais 
égaux à zéro. 

L’expression symbolique ci-dessus équivaut à l’équation 


( 7 ) 


ma no pd 


Si l'on réduit les trois facteurs — > - au même plus petit dénomina- 

rn fi P r r 

teur commun C, et si l’on pose 


(«) 


1 

m 


£ 1 b I b 


C /I C ' 

g, k, X étant des nombres entiers dépourvus de commun diviseur, on aura 


ce qui nous ramène à la face de symbole (ghk). 

Ainsi les trois fonnules 

ma : nb \ pd, ~a\'^b: i d, (ghk), 
sont équivalentes. Mais, quoique la notation de M. Weiss ait été un progrès 


Digitized by Google 



ETIIDHS cniSTAl.l.OGRAl’HIQURS. 


réel sur celle d’Haiiy, la nouvelle notation est encore préférable, attendu que 
les caractéristiques g, h, k s’introduisent plus facilement dans les calculs que 

leurs inverses * ’ même qu'en trigonométrie, il est plus facile d'o- 


pérer sur des sinus et sur des cosinus que sur des cosécantes ou des sécantes. 

Je ne parlerai pas des autres notations cristallographiques adoptées par 
divers auteurs. M. Miller a traité d’une manière complète de ces transforma- 
tions de notations, dans l’un des chapitres de sa Cristallographie, et je ne 
puis mieux faire que d'y renvoyer mes lecteurs. 

Mais je ne puis passer sous silence les notations à quatre caractéristiques 
dont remi>loi généralisé peut rendre de grands services au cristallographe. 
Imaginées d'abord par M. Weiss, dans le but d'appli(]uer ses syndtoles aux 
cri.staux rhomboédriqiies, elles ont été employées par M. Franlvcnheim, dans 
un intéressant Mémoire publié par le journal l'Isis, en i8a6. 

Dans ce nouveau système, le premier axe ou axe principal des cristaux 
rhomboédriques est l’axe ternaire de paramètre d ; les trois autres axes sont 
trois droites situées dans le plan normal à l’axe principal et inclinées l’une sur 
l’autre sous des angles de 6o degrés ; les paramètres de ces axes sont a, a, a, 
de sorte que la notation d’une face quelconque est alors 


ma ; na : qa : pd, 


m, n, étant des nombres entiers ou fractionnaires. 

Mais avant d’appliquer ce mode de notation aux systèmes cristallins, il 
(•onvient de généraliser la définition des caractéristiques donnée à la jiage 3g 
de mon Mémoire sur les Systèmes de points. caractéristique d'un plan 
{ghk) par rapport à un axe quelconque, ou Rangée, de paramètre d sera 
désormais « le nombre par lequel doit être divisé le paramètre d pour obtenir 
« le segment intercepté sur cet axe par deux plans limitrophes appartenant 
« à la série (ghk). » 

A ce point de vue, la caractéristique g’ relative à l’axe des x est le nombre 
par lequel doit être divisé le paramètre a pour obtenir le segment qu’inter- 
cepte sur cet axe, à partir de l'origine, le plan 

gx -H hy -y kz= i , 


et il en est de même pour les caractéristiques h et k. 
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Soit en général G la caractéristique du plan réticulaire (ghk) par rapport 
il l'axe qui joint l’origine au Sommet dont les coonloniiées numériques sont 
(m, rt, p) : il résulte de la solution du problème XXVII (Mémoire sur Us 
Systèmes de points) que l’on aura 

( y) G = gm-^r hn -t- kp. 

Si le plan {gkk) est parallèle à la Rangée rnnp, on aura 
grn 4 - fin -h kp = o, 

et la «caractéristique du plan, par rapport à la Rangée prise pour axe rf>or- 
donné, sera égale à zéro. 

Aux trois axes coordonnés nécessaires pour fixer la position des points, 
lignes ou plans de l’Assemblage, rien n'empèche de joindre un (|uatrième axe 
coordonné que je nommerai l’ajc au.rilJairc, et qui ira de l’origine au Sommet 
dont les cordonnées sont ( — i , — i , — i). Je nommerai e le paramètre di- 
«•e nouvel axe; la caractéristique des plans réticulaires par rapport à ee 
même axe sera en général représentée par la lettre l, l’ordonnée numérique 
des Sommets rapportés à cet axe sera désignée par s. 11 conviendra de rem- 
placer le symbole (gfik) par le nouveau symbole (ghkl), et l’équation du 
plan réticulaire limitrophe à celui qui contient l'origine piourra s’écrire in- 
différemment 

gr-f-hy-^ kz=i, 
gx-hfiy-i- Is = i , 
gx -h kz -h h = 1, 
hy f- J ; H- Is = i , 

attendu que les axes des .t, des » , des z et des s sont conjugués trois à trois. 
Rnfin on devra se rappeler que g, h, k, l sont liées entre elles par la rela- 
tion 

(il) g-t-A-t- /■-}-/ — O, 

qui est la formule (5y) de mon Mémoire sur les Systèmes de points. 
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Au lieu de prendre pour axe auxiliaire celui qui aboutit au point 
( — I, — I, — i), on peut choisir la Rangée allant de l’origine au point 
{ — I , — I , o), nommer c le paramètre de ce nouvel axe, t les coordonnées 
des Sommets mesurées parallèlement à cet axe, et i les caractéristiques ties 
plans réticulaires par rapport à ce même axe. Alors il conviendra de rempla- 
cer le symbole par le nouveau symbole [ghik), et l’équation du plan 
réticulaire limitrophe à celui qui contient l’origine pourra s'écrire sous l’une 
des trois formes suivantes : 

j gx 4- hy -h *3 = I , 

(la) I 4- «t + ^'2 = * > 

( ky -h it -\-kz = \. 

On devra se rappeler que g, k, i sont liées entre elles par la condition 
(i3) ^ -t- /i -t- i’ = o, 

qui est la formule (ai) de mon Mémoire sur les Systèmes de points. 

Les axes des x, des y et des t forment alors trois Rangées conjuguées deux 
à deux sur le plan des xjr. 

Notation à quatre caractéristiques dans le système ter quaternaire. — 
Lorsqu’on veut appliquer cette notation à ce système, il faut supposer 
l'Asseinhlage construit d’après le mode hexaédral, et le rapporter .i ses 
quatre axes ternaires. 

Prenons donc pour axes coordonnés quatre Rangées allant de l’origine 
aux points (i , i , i), (i , i , i), (i , i , i), (i, i, i). D’après les fonnules 
générales de la transformation des symboles ( problème XXVII ) , le 
plan {ghk) devient, dans le nouveau système d’axes, 

(g y- h — k, g — k, — g k k, — g — k — k) = (GHKL). 

La demi-forme directe correspondant à la face (GHKL) se compose alors 
des vingt-quatre permutations obtenues eu échangeant entre elles les earac- 
téristiques. Kn changeant les signes de toutes les caractéristiques à la fois, on 
aura la demi-fbrnte inverse correspondante. 
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[,es six faces du cube sont alors représentées par { i i i 1 1, 

I,es huit faces de l’octaèdre régulier par { i 1 1 3j, 

f ,es douze faces du dodécaèdre rlioniboidal par { i oo i j , 

lies vingt-cpiatre faces du tétrakisliexaèdre par j GUGII ), etc. 

\otation h quatre cnraetcrisliqucs dans le système séiiaire. — Prenons 
l’axe sénairc Os i) pour axe des s, et supposons-le placé verticalement. 
Parmi les six Sommets de l’hexagone régulier Gi'HG'IIi' qui enveloppe 
l’origine O sur le plan horizontal, choisissons les trois Sommets alter- 
nants G, H, 1 ; prenons 0 (j pour axe des .r positives, OH pour axe des )' 
positives, et 01 jiour axe auxiliaire, ou axe des coordonnées t : ces lignes 
sont les axes binaires de première espèce de l’Assemblage, et leur paramètre 
sera désigné par a. 

le symbole d'un plan réticulaire «pielconque sera {ghik) dans ce svsième 
d'axes, les caractéristiques g, h, i étant liées par l'équation de condition (i 3). 

Pour trouver tontes les faces appartenant à la même forme que la face dé- 
terminante (gliiJi), on remanpiera (pi’en faisant tourner (ghik) de <>o degrés 

autour de O;, en allant de Ox vers 0 y, les segments ■ » ^ passent deOG, 

OH, 01 sur les droites Ol', OG', f )H' ; d’où l’on voit <pie l'on obtient ainsi la 
face (iiigk), et de celle-là on déduira tontes les faces homologues de 
(ghik) relativement à l’axe sénaire, en faisant passer la première caracté- 
ristique au troisième rang, et changeant en même temps les trois premiers 
signes. 

Si l'on fait ensuite tourner (g/iik) de 1 8 o degrés autour de l’axe des .r, on 
obtiendra la face (gihk),et l’on obtiendrait de même (ihgk), (hgik) en faisant 
tourner la même face de 1 8 o degrés autour de l’axe des y et autour de l’axe 
des c; on obtient ainsi le système des homologues de (ghik ) par rapport aux 
axes binaires de première espèce. 

tin obtiendra de même les homologues par rapport aux axes binaires de 
deuxième espèce. 

Xprès avoir obtenu les douze faces delà demi-forme directe, on aura, par 
un changement simultané de tous les signes, les douze faces de la demi-forme 
inverse. Le diagramme complet des vingt-rjuatre laces de la forme la plus 
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générale du système sénaire sera donc 



gh ik 

îtigh 

gihk 

hg'ik 

1 1 

= ‘S'‘l 

ghik 

ihgk 

gÛih, 


higk 

Iglk 

hgik 

ihgk 


ghil 

higk 

gihk 

hgik 


= •ghï 

ghik 

thgk 

gihk. 


Vigl 

ighk 

hgik 

ihgk 


Je reviendrai sur ce sujet, en traitant de l’influence qu’exerce le polyèdre 
inolceulaire sur la figure des formes cristallines. 

Af'otation à yimtrc caractéristiques dans le système ternaire. — On devra, 
dans le diagramme précédent, conserver parmi les faces directement sem- 
, blahles à [gkik), celles-là seulement tpii proviennent de rotations de 1 20 de- 
grés autour de l’axe principal, c'est-à-dire (ig/tk) et {higk), et celles qui 
résultent de rotations de 180 degrés autour des droites OG, OH, OI de la 
Jig. I , droites qui, dans le systènte ternaire, continuent à être des axes 
binaires de l’Assemblage. 

11 en résulte que, prenant toujours ces droites pour axes des jc, des r et 
des t, on aura, pour le diagramme de la fonne qui comprend toutes les faces 
de même espèce que (ghik), 



/ ghik 

gihk 


gihk 

(. 5 ) 

1 = ighk 

ihgk. 

x\gh ik\-=ighk 

ihgk. 


\ >‘‘gk 

hgik 

higk 

hgik 


Ici la forme jg'/'»/') est essentiellement distincte de la forme tgA/AJ. En per- 
mutant entre elles les trois premières caractéristiques, il faut remarquer que, 
si l’on veut rester dans la même forme cristalline, « toute permutation non 
K circulaire (*) des trois premières caractéristiques doit être accompagnée du 
« changement de signe de ces caractéristiques ou de la dernière » , et récipro- 


(•) Une perroutation entre n lettres . .A/ est dite cireoUire , si, les lettre* étant écriirs 

«ux sommets d"uQ polygone de n côtés, on les compte dans leur ordre naturel, à partir de l’une 
d’elles prise arbitrairement; les permutations circulaires de abat.,, kl sont donc bcH..,kla^ 
cd. . . klab f etc. 

XXXlf^ Cahier. l6 
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M quement, que « tout changement de signe, soit des trois premières carac- 
« téristiqucs à la fois, soit de la dernière seule, doit être accompagné d’une 
« permutation non circulaire des trois premières caractéristiques, i II est 
facile d’en conclure que toute forme du système ternaire peut être représentée 
par l’expression symbolique jg, h, g -+- h, A-j, dans laquelle g, h, k sont des 
nombres positifs ou au moins égaux à zéro. La face {g, h, g h, k) sera 
ilite alors la face déterminante de la forme. 

La forme \h, g, g A, A} pourra être appelée la forme hémitropique de la 
lorme \ g, h, g -i- h, k\, puisqu’on passe de l’une à l’autre par une rotation 
de i8o degrés autour de l'axe principal, et (A, g', " -f- A, A) sera sa face 
déterminante. 

Une face étant donnée, et son symbole étant {ghk) dans le système d’axes 
coordonnés adoptés par M. Miller pour les cristaux rliomboédriques, on 
|)eut demander ce que deviendra ce symbole dans le système des notations 
à quatre caractéristiques. 

Soient [Jig. 2 ) O l'origine, OGa;, OHj, Oit les trois axes coordonnés 
des X, des jet dest, axes binaires de r.\ssemblage, et XYZ le triangle élé- 
mentaire, dans le plan réticulaire le plus voisin du plan GUI. Les droites 
inclinées OX, OY, OZ sont les axes des x, des y et des z dans le système de 
M. Miller : je prends Ox, O/, Ot, normales respectivement à OX, OY, OZ. 
Soient (m, n, p) les coordonnées de G, dans le système de M. INliller, 

{/«', rt', p') celles de H, 

(m", n", p”) celles de I, 

(m"', n" ,p”) celles de l’extrémité de l’axe ternaire normal au plan. 
Rn joignant ZG, et remarquant que OYZG est un parallélogramme, on 
trouve facilement 

m = O, H = — I , p = i, 

et de même 

m'=i, n' = O, y= — 1, 

.y _ ^ . 

nt — ”” I y Tl I y y? O y 

on a d'ailleurs 

TTl ~ 1 y Tl — t y ^ ■■ I • 

Donc, d’après les formules générales de transformation, équations (58) de 
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mon Mémoire sur les Systèmes de points, le nouveau symbole sera 

(* — h, ér — ^ — èS ^ -t- 


ia3 


ce que l’on peut indiquer par 

(i6) {j^hk) = {k — /i, g — k, h — g, g -h h -h k). 

Si l’on eût pris OG', OH', 01' pour axes des coordonnées positives, on 
aurait eu 

(' 7) g — S ■+- 

Réciproquement, on trouvera facilement qu’à la notation [ghik), dans le 
système formé par O or, Oj, Ot et l’axe ternaire, correspond , dans le système 
d'axes de M. Miller, le symbole équivalent 

(i8) ± (A — j), k ±: (i— g), k ± (g-— A)) = (g/ùk), 

I 

les signes supérieurs se rapportant au cas où les nouveaux axes coordonnés 
se dirigeraient, en s’élevant au-dessus du plan de la ligure, suivant OX, 
0\ , OZ, et les signes inférieurs au cas où les nouveaux axes se dirigeraient 
suivant OX', OY', OZ'. 

Il importe de remarquer que les axes des x et des j ne forment plus ici 
un système d’axes qui soient conjugués avec l’axe des z ; mais on pourra néan- 
moins les regarder comme tels, si l’on supprime par la pensée tous les Som- 
mets contenus dans les plans réticulaires parallèles au plan des .ty, et dont 
le numéro d’ordre n'est pas un multiple de 3 : j’ai démontré (théorème LXIl 
de mon Mémoire sur les Systèmes de points) que cette suppression ne trouble 
pas la direction des plans réticulaires de l’Assemblage. 

Notation à quatre caractéristiques dans le système binaire. — On conti- 
nuera à supposer que l’Assemblage est construit d’après le mode hexaédral. 
L’axe binaire, placé verticalement, sera pris pour axe des z. Dans le plan réti- 
culaire normal à cet axe, on construira un triangle élémentaire OGl' {Jig- i ) . 
ayant l’un de ses Sommets à l’origine 0. L’un des deux côtés qui embrassent 

i6. 
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l’angle O, le côté OG par exemple, étant pris pour axe des ar, OH parallèle 
à 01 ' sera pris pour axe des j, et OI prolongement de Ol' pour l’axe auxi- 
liaire. Les trois angles GOH' GOI, HOI seront les suppléments de fXil', 
GOr, OI'G ; enfin l’on aura 


a; = rt, OH = Gl' = h, 01 = Ol' = c. 


I>a notation de la face (ghk) prendra la forme (gfiik), à cause de l’axe auxi- 
liaire situé sur le plan des xy. 

F..a forme complète correspondant à cette face sera donnée par les 
formules 


("j) 


* = 


gha 

ghîk’ 


x\piik] 


g lu i' 


Il .sera toujours permis de supposer que est le triangle principal du 
Réseau; alors les angles GOH, GOI, HOI seront obtus. 

De plus, nous admettrons que l’on a 


(20) 


o < A < c. 


ce qui revient 11 prendre pour axe des x la Rangée de paramètre minimum 
du Réseau, et pour axe des y celle dont le paramètre est le plus petit, après 
la pn'‘cédente. 

IvOrsqu’on passe de OG à OH et de OH à 01 par une rotation allant de 
l’est à l’ouest par le sud, je dis que le cristal est droit. Lorsque la même ro- 
tation s’effectue de l’est à l’ouest par le nord , je dis que le cristal est renversé ; 
dans ce cas, il suffira, pour le rendre droit, do le faire tourner de 180 degrés 
autour d’une droite quelconque située dans le plan des 

Ainsi on peut toujours supposer que le cristal est placé dans sa station 
droite, devant l’observateur qui l’examine : par là, la distinction entre la 
partie supérieure et la partie inférieure du cristal deviendra facile à établir. 

J'admettrai encore que le cristal est aiasi tourné autour de son axe O s ver- 
tical , que la ligne OGa: soit dirigée vers l’est, c’est-à-dire de la gauebe à la 
droite du spectateur supposé regardant vers le nord (*): le plan vertical 
mené suivant Hl' aura alors pour symbole (01 10), et fera face au spectateur ; 


(•) C'tHl U supposition que Ton adopte dans roricnlation des cartes de géographie. 


Digitized by Google 



ÉTUDES r.RISTAU.OGBAPHlQUES. 125 

il y aura presque toujours dans le cristal une face bien développée, dirigée 
parallèlement à ce plan. 

L’axe des y positives sera alors renfermé dans le quadrant sud-ouest, et 
l'axe auxiliaire dans le quadrant nord-ouest. 

Ces conventions facilitent l’étude des cristaux du système binaire. 

Elles sont pareillement ajtplicables aux cristaux des systèmes sénaire et 
ternaire, et je supposerai toujours que la face (oi lo) fait face au spectateur 
dans les cristaux de ces systèmes : toutes les faces de la forme (oi i Â) re- 
garderont pareillement le spectateur, quoique n’étant pas verticales. 

§ VI. — Des formes restreintes et du nombre de leurs faces. 

Je nommerai forme parallèle une réunion de faces de même espèce assu- 
jetties à être chacune parallèle, soit à un même axe de symétrie du système, 
soit à des axes différents, mais de même espèce; il suffit que l'une des faces de 
la forme soit parallèle à un axe de symétrie pour que la forme soit parallèle. 
Dans le cas où l’axe auquel la face est parallèle serait d'ordre pair, celle-ci 
sera en même temps perpendiculaire sur le plan de symétrie qui est nonnal 
à cet axe dans l’Assemblage; la fornte sera dite alors forme orthoparallèle. 

Je nommerai forme normale une forme dont chaque face est assujettie à 
être normale à l’un des axes d’une même espèce : une forme normale peut 
être en même temps parallèle à un axe, soit d’ordre impair, soit d’ordre 
pair; dans ce dernier cas, elle sera désignée sous le nom de forme normale 
orthoparallèle. 

Formes parallèles. — Si l’axe auquel la forme est parallèle est un axe 
d'ordre impair, la forme conserve toutes ses faces. La forme j g’/noj dans le 
système ternaire, la forme jg’. A, g'i/e) dans le système terquateriiaire, 
offrent cette circonstance. Si donc on nomme y le coefficient de réduction du 
nombre des faces, on a, dans ce cas particulier, 

(ui) y=i. 

Si 1’ axe auquel la forme est parallèle est un axe d’ordre pair, c’est-à-dire 
si la forme est orthoparallèle, en faisant tourner (ghk) de i8o degrés .au- 
tour de cet axe, la face [g' li k') ainsi obtenue est à la fois directement sem- 
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hiable à (ghk) par rapport à cet axe, et inversement semblable à {gfik), 
comme lui étant parallèle. Ainsi la demi-forme directe et la demi- 

forme inverse x \gkk\ coïncident, le nombre des faces devient moitié 
moindre et l’on a, pour les formes ortiioparallèles, 

{■x'a) y = {. 

Gela résulte d'ailleurs du théorème LXXXIX de mon Mémoire sur les 
Systèmes de points. 

Voici la liste dis formes orthoparallèles dans les différents systèmes 
cristallins. 

Systèrm; ten/uaternaire : deux espèces d'axes d’ordre pair; deux espèces 
de formes ortiioparallèles. 

Forme parallèle aux axes quaternaires; son .symbole général est j^/ioj; 
tétrakisliexaèdre des minéralogistes. 

Forme parallèle aux axes binaires; son symbole général est j^AAj ou 
IggA]; triakisoctaèdre des minéralogistes, comprenant, comme simple 
variété, le trapézoèdi-e. 

(ies deux formes sont à vingt-quatre faces. 

I «a forme { U, g ±h\ est parallèle aux axes ternaires ; le |M)lyèdre ter- 
niiiié par toutes les laces de la forme est alors iin solide à quarante-huit 
faces. 

Système sennire : trois esfièces d’axes d’ordre pair ; trois espèces de formes 
orthoparallèlcs. 

Forme parallèle à l’axe .sénaire; son symbole général est \ghio |; prisme 
dodécaèdre indéfini. 

Forme parallèle aux axes binaires de première espèce; son symbole est 
[gog'X'l; birhomboèdre de première espèce des minéralogistes. 

Fonne parallèle aux axes binaires de deuxième espèce; son symbole est 
I g g %gk j ; birhomboèdre de deuxième espèce des minéralogistes. 

(^es trois formes sont à douze faces. 

Système quatenuiirc ; comme dans le système précédent. 

Forme jiarallèle à l’axe quaternaire; son symbole général est jg/ioj; 
prisme octaèdre indéfini. 
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Forme parallèle aux axes binaires de première espèce ; son symbole est 
I gok j ; quadratoctaèdre de prenuère espèce des minéralogistes. 

Forme parallèle aux axes binaires de deuxième espèce; son symbole est 
\ggk\-, quadratoctaèdre de deuxième espèce. 

Ces trois formes sont à huit faces. 

Système ternaire : une seule espèce d’axe d’ordre pair; une seule espèce 
de forme orthoparallèle. 

Forme parallèle aux axes binaires ; son symbole est t gogk j ; rhomboèdre 
des minéralogistes. 

Cette forme est à six faces, tandis que la forme générale en a douze. 

I.a forme | ghie> 1 est parallèle à l’axe ternaire; elle doit donc avoir douze 
iàces; c’est le prisme dodécaèdre des minéralogistes. Mais le solide résultant 
se distingue du scalénoèdre, qui est la forme oblique la plus générale, en ce 
que ses douze faces sont toutes parallèles à l’axe ternaire. 

Le scalénoèflre comprend aussi comme cas particulier la forme birhom- 
boédrique \ggigk\, qui n’est pas une forme parallèle, dans le système 
ternaire, et qui d’ailleurs embrasse douze faces. 

Système terhinaire : trois espèces d’axes d’ordre pair; trois sortes de 
formes orthoparallèles. 

La forme parallèle à l’axe des x a pour symbole |o/(X j; celle parallèle à 
l’axe des >■ a pour symbole jg-oX-j; celle parallèle à l’axe des z a pour .sym- 
bole IgXoj : prismes rhombes indéfinis. 

Système binaire; un seul axe d’ordre pair; une seule forme orthoparallèle. 

Forme parallèle, de symbole jg/tioj, consistant en deux faces parallèles 
entre elles et à l’axe de symétrie du système. 

Lorsqu’une face orthoparallèle est en même temps parallèle à un axe 
d’ordre impair, cette deruière particularité ne modifie pas le nombre des 
faces de la forme. 

Lorsqu’une face orthoparallèle est en même temps parallèle à un autre axe 
d’ordre pair, alors en vertu du théorème XII de mon Mémoire sur les 
Polyèdres de forme symétrique (*), la droite normale au plan des deux 


(*) Journal de Mathémntifjues pures et appliquées t tome XIV. 
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axes d'ordre pair sera nécessairement un axe de symétrie de l’Assemblage, 
et la forme, étant perpendiculain; à cette droite, sera une forme normale. 

l'orwes normales . — Soit l'axe auquel la forme est normale, et soitQ le 

nombre des axes de son espèce, dans l'Assemblage. 

.le supposerai d'abord qu’il ne passe aucun plan de symétrie par cet axe. 
Au moment où la (ace {j^hk) devient normale à I/, scs q — i homologues 
par rapport à cet axe se confondent avei’ elle (théorème \(i de mon Mé- 
moire sur les Systèntes de points) : d’oii l’on voit que le nombre total des 
N 

faces se ré<luit de N à — • On a donc, pour les formes normales, 

(a3) 

la*s demi-formes directe et inverse restent distinctes; le nombre des faces 

lie chacune de ces demi-formes est égal à - — • 

^ 1 q 

Avant de jwsser outre, remarquons (jue le nombre des faces de la forme 
normale peut aussi s’exprimer par aQ; car, à chaque axe L* correspondent 
une face telle que (g'/'A') et une autre face qui est son inverse et qui lui est pa- 
rallèle : d’où l’on déduit l’équation 



et, par suite, le théorème suivant : 

Théorème III. — Le numéro d’ ordre d' un axe qui n'est contenu dans 
aucun des plans de symétrie d'un Assemblage donné, étant multiplié par le 
nombre des axes de son espèce, donne un produit constant égal à la moitié du 
nombre des faces d'une forme oblique. 

Lorsqu’un plan de symétrie P passe par l’axe L*, la normale à P est un 
axe d'ordre pair faisant un angle de 90 degrés avec L’; donc alors la forme 
normale à L’ est en même temps parallèle à un axe d'ordre pair, c’e.st-à-dire 
orthoparallèle. 

Dans ce cas, non-seulement le nombre -j N des faces de chacune des demi- 
tonnes directe et inveree devient égal ù mais, de plus, ces deux demi- 
formes viennent se superposer, de sorte que le nombre total des faces 
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On a donc, pour les formes normales orlhoparallèles, 



Comme le nombre des faces de la forme est encore ici égal à aQ, on en 
déduit ce nouveau théorème : 

Théorème IV'. — Si l'on multiplie le numéro d'ordre d'un axe contenu 
dans un plan de symétrie de l' Assemblage par le nombre des axes de son 
espèce, on obtient un produit constant, égal au quart du nombre des faces 
(f une forme oblique du système. 

Les équations (21), (22), (aS) et (a 4 ) résolvent complètement le problème 
<le la réduction qu’une forme restreinte peut éprouver dans le nombre de ses 
faces. 

V oici l’énumération des formes normales, dans les dillérents systèmes cris- 
tallins. A l’exception de la forme normale aux axes binaires dans les systèmes 
ternaire et binaire, elles sont toutes orthoparallèles. 

Système ter quaternaire : trois espèces d'axes ; trois formes normales. 

Forme normale aux axes quaternaires, de symbole { 1 00 j ; cube. 

Forme normale aux axes ternaires, de symbole f 1 1 1 1 ; octaèdre régulier. 

Forme normale aux axes binaires, de symbole j 1 10 j ; dodécaèdre rhom- 
boidal. 

Système sénuirc : trois espèces d’axes ; trois formes normales. 

Forme normale à l’axe sénaire, de symbole (oooi j ; deux faces parallèles, 
ou bases. 

Forme normale aux axes binaires de première espèce, de symbole 1 1 1 20 j ; 
prisme hexaèdre de deuxième espèce. 

Forme normale aux axes liinaires de deuxième espèce, de symbole jioi oj; 
[)risme hexaèdre de première espèce. 

Système quaternaire : trois espèces d’axes ; trois formes normales. 

Forme normale à l’axe quaternaire, de symbole {001 j; deux faces paral- 
lèles, ou bases. 

Forme normale aux axes binaires de première espèce, de symbole j 100) ; 
prisme carré de première espèce. 

Forme normale aux axes binaires de deuxième espèce, de symbole { 1 1 o j ; 
prisme carré de deuxième espèce. 

xxxtn Cahur. i; 
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Srstcme ternaire ; deux espèces d’axes; deux formes normales. 

Forme normale à l'axe ternaire, de symbole |ooo i j ; deux faces parallèles, 
ou bases. 

Forme normale aux axes binaires, de symbole 1 1 1 20 j ; prisme hexaèdre 
de deuxième espèce. 

[.a forme jioioj n'est pas une forme normale, mais simplement un cas 
particulier de la forme parallèle jgrog^Aj, (pii est un rhomboèdre; c'est le 
(irisme hexaèdre de première espèce. 

Système terhlnaire ; trois espèces d’axes; trois formes normales. 

Formes nornmies aux axes de première, de deuxième et de troisième es- 
pèces, avant pour symboles jiooj, |oioj, jooi j, suivant l’axe atupiel elles 
sont normales ; la forme est à deux faces parallèles. 

Système binaire : une seule espèce d’axe ; une seule forme normale. 

Forme normale à l’axe binaire, de .symbole |ooo 1 ) ; elle consiste en deux 
faces parallèles, bases du cristal. 

g \'II. Application de Ut théorie des Assemblages polaires à la méthode 

des zones. 

Définitions. — Les cristallographes entendent par zone un système de fiices 
parallèles à une même droite, (jue l’on désigne sous le nom d’o.re de zone : 
en d’autres termes, une 7.one est l’ensemble des plans rctic.ulairtts passant 
par une llangi^ déterminée de l’Assemblage. 

Le plan qui contient les normales abaissées, à partir d’un point pris arbi- 
trairement dans l’intérieur du cri.stal, sur les faces composantes de la zone, se 
nomme le plan du cercle de zone ; il est normal à l’axe de zone. Prolongé 
jusqu’à la surface de la sphère de projection dont le cristid est censé occuper 
le centre, ce plan la coupe suivant un grand cercle rpii a rcr-u le nom de ctrrle 
de zone, et qui contient les pcMes des grands cercles de toutes les faces com- 
posantes. Chacun de ces pôles est le point d’intersection de la sphère avec 
la normale abaissée du centre du cristal sur la face, et prolongée indéfini- 
ment : on le nomme le pôle de la face. 

Nous supposerons que le centie de la sphère de projection est un des 
Sommets de l’Assemblage. Ce Sommet sera pris pour origine des coordon- 
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nées ; il sera aussi l’origine des coordonnées de i’.\sseniblage polaire qui cor- 
respond à l'Assemblage donné. 

On imaginera construit cet .\sseniblage polaire dont les propriétés prin- 
eijiales ont été exposées tians le § VI de mon Mémoire sur les Systt-mes de 
points. On devra se nijipeler <|ue tout plan normal à la Rangée nmp a 
pour symbole [(wn/.>)|, et que toute droite nonnale au plan réticulaire 
a pour symiiole [g’/iA-j. 

On démontre alors facilement les tbéorèmes .suivants ; 

Théorème V. — Tout ave (te zone est une Rangée de l’ Assemblai’e <jiii 
constitue te cristat. 

C’est une conséquence des corollaires du théorème XXXI de mon .Mémoiie 
sur les Systèmes de points. Ordinairement les axes de zone sont en même 
temps des arêtes du cristal. 

Théorème \ I. — 7'uut cercte de zone est un ptan rvticutaire de t\-/ssem- 
tdage polaire, et réciprofpiement . 

Car le cercle de zone est normal à l’axe de zone; donc il appartient à 
l’Assemblage polaire dont il est l’un des plans réticulaires. (ThéorèmeCVll, 
Mémoire sur les Systèmes de points.) 

Théorème Vil. — Si un axe de zone a pour symbede ghk, son cercte de 
zone aura pour symbole | 

(i’est encore une conséquence du théorème CVll. On voit que les deux 
symboles de l’axe de zone et du cercle de zone sont formés des mêmes canic- 
téristiqnes. 

Une zone est déterminée, lorsqu’on connaît le symbole de son axe de 
zone, ou, ce qui revient au même, celui de son cercle de zone. 

Problème 1. — Déterminer une zone dont on connaît deux faces (ghk), 
(g'h'k'). 

C’est trouver son axe de zone w/y?, ou son cercle de zone | (w/i/;) |. 

Puisque le jioint (m, n,p) doit appartenir aux deux faces (ghk), {g'h'k'). 


on a 

gm hn -h kp ~ O, 
g'm ■+■ Un s- k' P = O, 

d’où l'on déduit 


(2'i) 


m = 



n 


~~ I) ’ 




‘ 1 - 
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D est le plus grand diviseur commun des trois numérateui's. Ainsi le symbole 
du cercle de zone sera [(AA-' — M', kg' — gk' , gh' — hg')\y et l'on se 
rappellera que l'on doit supprimer les facteurs communs aux trois carac- 
téristiques. 

Problème II. — Déterminer une face, sachant quelle appartient à dent 
zones dont les a.ces de zone sont mnp, m'n'p'. 

Soit {ghk) le symbole de la face; on aura, pour la déterminer, It's deux 
équations 

gm -h lin -j-kp =o, 
gni' -+- hn' kp’ = o ; 

d'où l'on déduit 


(aC) 



h = 


fim' — mp' 

I) 


k = 


mn' — nm' _ 

î) • 


ce sont les équations (35) de mon Mémoire sur les Systèmes de points. Le 
symbole de la face pourra s’écrire («/>' — pn' , pm' — nip', mn' — nm'), 
|K)urvu qu'on ait le soin de supprimer les facteurs communs aux trois 
caractéristiques . 

Problème III. — Une face étant dans la meme zone que les faces (ghk), 
(g'h'k'), et dans la meme zone que les faces (g" h" k"), (g'" h'" k"'), on de- 
mande de déterminer ses caractéristiques. 

L’axe de la première zone aura pour symbole 

hk'-kh',kg'-gk',gh'-hg'i 

l'axe de la deuxième zone aura pour symbole 

_ /t"r , k"g'" — g"k'", g" h"' — h" g", 

et, en prenant les différences entre les produits croisés, on aura le symbole de 
la face. 

Théorème VIII. — Le plan réticulaire (ghk) qui, passant par l'origûie, 
contient les Rangées mnp, m'n'p', contient aussi toutes les Rangées dont 
le symbole est de la forme jm j'm', jn -f- j'n', jp -H j'p', J et j' étant 
deux nombres entiers quelconques. 

Car, puisque le plan (ghk) contient les Sommets (/«, n, p), (m‘, n', p'). 
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on a 

gm hn -k- kp = O , 
gm' -t- hn' -4- kp' — o ; 

donc aussi 

g (y«* +-y'"*') -t- (y« -+-/«') + (y> -^-y>') = 


1 33 


donc ce plan contient le Sommet dont les coordonnées sont jm 4 - }' ni , 
jn 4 -y'«', jp -^j'p- 

TnéoRÈME IX. — Réciproquement, le symbole de toute Rangée MNPj/- 
tuée dans le plan réticulaire qui contient les Rangées innp, tn'n' être 

mis sous la forme mj -+- m'j', nj 4- n' j', p] 4- p' ], j et ]' étant deux nom- > 
lires entiers convenablement choisis. 

Elu effet, soit pris arbitrairement une Rangée quelconque m" n" p" exté- 
rieure au plan donné, et posons, pour abréger, 

mn' p" — mp' n" 4- pm'n” — nm' p" 4- np' m" — pn'm" = {nin p"), 
nui — nni = [mn'), (nm " — mn") = (nm"), (m' n" — n' m”) = (in n"), 

pm' — mp'= (pm'), mp" — pm" = (mp"), (p' m" — ml p")= (p'm"), 

np' — pn' (np') , (pn" — np") = (pn"), (n p" — p'n") = (n' p"). 

On a identiquement 

^ _ m{n'p“) + m' (pn") + m" (np') 

("•">") ■ 

. m(p'm'’) + m'(mp'')y.m''{pm') 

(Tiiirp) « 

, m(m'n'')4-m'(nm")4-m'(mn') J, 

Développons, par rapport à m, m', m", en remarquant que l’on a 
M (np') ■+■ N (pm') 4- P (mn') = o, 

attendu que la Rangée MNP est située dans le plan donné, et posons en outre 
M (n'p") -+- N (p'm") -^P(m'n") =y, 

M (pn") 4 - N (mp") + P (nm") = J'; 
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' ~ '(//m'/i") ■ 


Kji opérant de même sur les caractéristiques N et P, on trouvera 


N = 


»/ + »'/' 
(map”) ’ 


P _ /’/jt- P'f . 


donc la Kangée qui a pour symbole mj -t- m' j' , nj -i- n'j', pj i p' j' ne 
dilléreia pas de la Rangée iMXP, et l’on passera de ce dernier symbole au 
précédent par l’introduction du facteur commun (nui p"). 

I’robi.Èmk IV . — Trouver toutes les Itangées contenues dans le plan (ifld). 
Soit MNP une telle Rangée ; on aura l'équation de condition 


-H /<N X-P = O, 


i]ui exprime que le Sommet (M, N, P) appartient au plan. 

Si l’on a deux .solutions distinctes (m, n, pj, (m', n , p') de l’équation 
ci-dessus, toutes les autres solutions seront, en vertu du théorème préct'dent, 
contenues daiLs les formules 

I Vl = jm 4- j' m', 

N = jn -f- j' n’ , 

/ et /' étant deux nombres entiers arbitrairement choisis. 

Probi.éme V. — Trouver toutes les faces contenues dans la zone mnp. 
(l’est trouver dans l’Assemblage polaire toutes les Rangées contenues dans 
le cercle de zone [(;«/(/;) j. 

Soit [GHK ] une telle Rangée; on doit avoir la relation 
G/« -f- H« 4- K/J = O. 

Si l’on a deux solutions de l’équation ci-dessus, c’est-à-dire deux faces 
(ghk), (g'h'k'j appartenant à la zone mnp, toutes les autres solutions seront 
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iloiiiiées par les (brnniles 

( »8 1 r* ~ ' 

W=jk-^fk\ 

j et /' étant deux nombres entiers convenablement clioisis. 

Tiiéouème X. — Toute Ilangéc MXP satLsJ'aisunt à finêgnlité 

M’ -e- N* + P» > a, 

peut e'tre considérée comme fournie par C intersection de dctt.r plans réti- 
culaires distincts, dont l'un contient les Rangées mnp, m'n'p', t autre 
les Rangées m*'n''p*', m”'n"'p"', ces quatre Rangées étant telles que les 
sommes de carrés, ni’ -f- n’ p’, m" n'* + p'*, m*'’ + n"’ -+- p'% 
m*" -t- n”’ -H P*’, soient toutes les quatre inférieures à la somme 

Premier cas. — Aucune des caractéristiques n’est égale à zéro. 

Alors la Rangée MXP est située dans le plan contenant les Rangées MX o 
et ooi ; car, en faisant ./ = i , j' — P (solution du problème IV^), on trouve 
le symbole MNP. 

De même la Rangée MNP est située dans le plan qui contient MoP, oio, 
et aussi dans le plan qui contient oNP, loo; ces deux plans, ainsi que le 
précédent, sont essentiellement distincts. De jilus, les sommes des carrés des 
caractéristiques sont évidemment moindres que M’ -t- N’ -4- P’. 

Deuxieme cas. — Une des caractéristiques est égale à zéro ; les autres sur- 
jiassent l’imité en valeur absolue. 

.le supposerai que la troisième caractéristique soit nulle, et que le symbole 
de la Rangée donnée soit MX’o. La solution qui convient au cas précédent 
devient alors illusoire, et l’on devra opérer de la manière suivante : 

On prendra pour premier plan réticulaire contenant la Rangée donnée 
MNo, le plan des xy, lequel contient les Rangées oio et i oo. 

On prendra pour second plan réticulaire celui qui contient les Ran- 
gées Mol et o N I ; en ajoutant deux à deux les caractéristiques, on retombe 
sur MN o, ce qui sufTit à prouver que cette Rangée est contenue dans ce plan 
(théorème VIH). Les sommes M’ -j- i , N’ -h i sont d'ailleurs inférieures 
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il 31 ’ -t- N’, sauf dans le cas où l’une des caractéristiques serait égale à ir i , 
cas que nous allons examiner en dernier lieu. 

Troisième cas . — Une des caractéristiques est égale à zéro, une autre à ± i . 
Supposons que l’on ait N = d: i ; on |>ourra, si M est négatif, changer 
les signes des trois caractéristiques, ce qui est toujours permis : ainsi, dans 

M lo, M pourra toujours être réputé positif, sans nuire à la généralité de la 
démonstration. En outre, on posera M = i -i- M', .M' étant un nombre entier 
positif et nécessairement plus grand que zéro. 

On continuera à prendre pour premier plan l'étieulaire le plan des .rv; 

on prendra ensuite pour deuxième plan réticulaire, distinct du précédent, 

^ ±. 

celui qui passe par 31 ' i i et par loi. (ie plan contient la Rangée M lo: 
on le voit eu .ajoutant deux à deux les caractéristiques de même rang. f)r, 
puisque .M'-r- i = 31 , on a 

M” H- 1 h I < 

Donc les quatre sommes des carrés des caractéristiques seront inférieures 

Enfin, lorsque . 31 ’ -i- N* -H P’ est égal à 2, ce qui arrive loi-sqiie l’une des 
caractéristiques est nulle, elles deux autres de valeur absolue égale à i, la 
somme des carrés des caractéristiques n’est plus susceptible d’un abaissement 
ultérieur. 

C oroUairc. — De même que l’on pinit faire dériver la Rangée 31 NP de 
(juatre Rangées à caractéristiques plus simples, par les intersections des 
plans qui contiennent ces dernières Rangées, de même on jieut faire dériver 
ces dernières d'autres plus simples encore, jusqu’à ce qu’on arrive à celles 
dont la somme des carrés des caractéristiques est égale à i ou à 2, c’est-à- 
ilire aux Rangées 100, 010, 001 qui sont les trois arêtes du parallélipipède 
générateur de l’Assemblage, ou aux Rangées 1 10, 110, 101, 101,011,011, 
qui représentent les diagonales de ses faces. 

TnéoRÈMF. XI. — Toute face [G\\V^) satisfaisant h !' inégalité 
G’4-H’+K’> 2, 

peut cire déterminée par T intersection de deux zones distinctes, dont t une 
contient les faces {ghk), {g'fik'), l'autre les faces {g”lTk"), [f“lTk’"), 
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telles </uc les sommes g’ 4- h’ k’ , g'’ -t- h'’ -+- k'’, g"’ -t- h"’ H- k"”, 
g^’-H k"’ soient, toutes les quatre, mohulrcs que («’h- H’ -H K’. 

C’est une coaséquenee du tliéorènie X. I^a normale à la face (GHK.) est 
la Rangée de symbole [GHK] dans l’Assemblage polaire; on peut lui subs- 
tituer deux plans réticulaires contetiant tous les deux [GHK], et, de plus, 
passant l'un par |g'/(A-|, l’autre par [g'"'/("'Â-"'], les quatre 

sommes des carrés des caractéristiques de ces Rangées étant moindres qu»* 
celle relative à la Rangée [GlIK]. Ces plans réticulaires représentent les 
deux cercles de zone qui contiennent, l’un les normales aux faces (GHK), 
(_g/(/‘), {g' It'l'), l’autre les normales aux faces (GHK), It" li"k'") : 
«lonc (GHK) appartient à la fois à ces deux zones, et peut être déterminé 
|>ar leur intersection. 

Corollaire. — De même que l’on peut déduire la face (GHK) de quatre 
autres faces à caractéristiques plus simples, par l'intersection de deux zones, 
de même on déduira cellcs-<’i d’antres plus simples encore, jusqu’à ce que 
l’on arrive aux faces (loo), (oio), (ooi) qui sont les faces du parallélipipède 
élémentaire, et aux faces (i lo), (i lo), (tôt), (loi), (oi i), (oi i) qui sont 
parallèles aux six plans diagonaux de ce parallélipipède. La Jig. 3 repré- 
sente, en projection sur le plan normal à l’axe <les s, les lieux qu’occupent 
les pôles de ces neuffacessurla spbère de projection. 

Théorème ,\H ('). — Le pôle <Hune face quelconque (ghk) peut e'trc 
déterminé, sur la sphère de projection, par les intersections successives de 
cercles de zone obtenus en joignarUdeuc à deued' autres pôles préalablement 
connus de position, pourvu que l'on assigne d'avance les lieux des pôles 
des quatre faces (too), (oio), (ooi), (iii). 

D’après le corollaire précédent, on peut toujours déduire la position d’un 
pôle quelcontpic de celle des pôles dont les carrés des caractéristiques forment 
une somme inférieure à 3 . Il reste à faire voir comment ces derniers peuvent 
se déduire des quatre pôles (loo), (oio), (ooi), (i 1 1). 

Le pôle (oi i) {fig. 3 ) est placé à la rencontre du cercle de zone passant 
par (ooi) et (oio) avec le cercle de zone passant par (too) et (i 1 1). 

(*) Ce théorème a déjà été démontré par M. Millfr dans son Traité de Cristatlographie. 

XXXI y Cahier, i8 
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De iiième, le pôle ( i o i ) est à la rencontre des deux cercles de zone passant 
l'un ]>ar (ooi), (loo), l’autre par (oio) et (ni). 

Le pôle (i lo), ainsi que (i lo) sont à la rencontre des cercles de zone pas- 
sant l’un par (loo), (oio), l’autre par (ooi) et (i 1 1). 

Cies trois pôles étant fixés, on obtiendra: 

I.c pôle (on), par la rencontre du cercle de zone passant par (ooi), (oio) 
avec le cercle de zone [lassant par (loi), (no) ; 

Le |jôle (loi), par la rencontre du cercle de zone passant par ( oo i ) , ( i oo ; 
avec le cercle de zone passant par (oi i), (no); 

Knlin les pôles (no), (no), par la rencontre du cercle de zone passant 
par (oio), (loo) avec le cercle de zone passant par (oi i), (loi). 

Ces différents modes de dérivation sont indiqués parles lignes de la Ji^. ;i. 

Il ne faut pas oublier qu’à tout pôle, sur la sphère de projection, en cor- 
respond un autre diamétralement opposé, et dont les caractéristiques offrent 
des signes jirécisément contraires. 

Donc, au moyen des quatre pôles primitivement donnés, on peut, de 
proche en proche et par des intersections successives, obtenir tous les autres 
pôles. 

ScoUf. — Ce théorème a une certaine importance en cristallographie, lora- 
qu’on emploie la méthode des zones pour la détermination des caractéris- 
ti(]ues des faces ; il importe en effet de savoir d’avance qu’aucune face du 
cristal n’échappera à l’emploi de cette méthode. 

Problème VI. — Connaissant les positions relatives des arides d'un cris- 
tal, trouver son parallclipipede générateur. 

I_ia solution du problème offre un exemple de la réciprociu* remarquable 
qui existe entre un Assemblage et son polaire. 

Menez tangentiellemcnt à la s[>hèrc de rayon i des plans normaux aux 
arêtes données; vous aurez un polyèdre clos de toutes parts, et qui pourra 
être considéré comme taillé dans l’Assemblage polaire de l’Assemblage des 
molécules du cristal. Déterminez son système cristallin et la fonne de son pa- 
rallélipipède générateur, par les procédés ordinaires de la cristallograpbie, 
et enfin l’Assemblage polaire correspondant, par les méthodes exposées dans 
les solutions des problèmes XXXII et suivants de mon Mémoire sur les 
Systèmes de points. 
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§ VIII. — Calcul des angles d'un cristal. 

On peut denmiider de déterminer soit l'angle que font deu.x arêtes entre 
elles, soit l’inelinaison d'une arête sur une face, soit l'angle dièdre de deux 
(àc«*s : In déterinination des angles dièdres a beaucoup occupé les cristallo- 
graphes, à cause de l'intérêt pratique qu'elle présente. 

Il ne sera pas sans intérêt tie montrer que toutes les formules proposées 
peuvent se ramener à une fonnule unique qui, une fois ses constantes déter- 
minées, donne, au moyen de trois logarithmes, la valeur d'un angle dièdre 
quelconque du cristal. 

Nous continuerons à nommer «, b, d, les paramètres des axes des .e, 
des )• et des z, a, JÜ, <î les angles plans, m, », les angles dièdres de ces 
axes, E l’intervalle moyen des Sommets ou molécules, enfin |a|, | 

les paramètres des axes des [x|, des [_rj et des |sj dans l’.Assemblage 
polaire corresjxtndant. Je rappellerai que l'on a, par le mode même de 
construction de cet Assemblage. 

, , ri hd&\\xa f . i ads\nt i ,i sin o 

( 29 I = = 

(3o) E’ = flW sinasin^ sin'ir = «Wsina sin(fsin» = aW sinjSsinJsin m. 

Problème VII. — Trouver l'angle de deu.r /langées dont les symboles 
sont mnp, m'n'p'. 

Soient OT, OT' {Jig. 4) les deux Rangées données. 

L'équation du plan OTT' est (équation 34, Mémoire sur les Systèmes de 
points) 

{np — pn) X -y- {pnt — mp')y ■+- {mn — wn) s = o. 

Nommons D le diviseur commun de ces trois binômes, représentons-les par 
(np), (pm'), (mn'), et désignons par g, h, /• les quotients de ces binômes 
par I) ; nous aurons 

i^np') = g\), {pm')=li\), (/n/t') = X-U; 

{gbb) sera le symbole du plan OTT' ; S (glik) sera l’aire du parallélo- 
gramme élémentaire du Réseau de ce plan, et, si nous achevons le parallé- 

i8. 
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logramme OTT'T", nous aurons, en vertu de l’équation (/j*)) du Mémoire 
sur les Systèmes de points, 

aire OT'n'"= nS(è'W ); 

mais, d'autre part, en désignant par (P, P ) 1 angle 10 l , et par Vninp, 
V m np' les paramètres OT, OT', on a 

aire OTT'T' = P Pm'«>' sin(P,P'); 

d'où l’on déduit la valeur suivante de sin (P, T), 

(3i) 


sin — l)S(gW) 

sin(l ,1 ) ^m’n'p' 


On pourrait conclure de cette formule l'angle (P, 1*') ; mais elle oflre I in- 
convénient de fournir deux valeurs supplémentaires. 

On lèvera cette difficulté, en remarquant que les triangles O 1 1,01 1 
donnent 

OT"’ = OT’ O T’ -t- aOT . OT. cos (i^T) , 


TT’ = OT’ -H OT'’ — aOT . OT'. cos (P, T) ; 


d' 


ou 


'•os (P, P ) = ■— ot.ot' ’ 

et, comme l'on a d'ailleurs, 

OT" = Vm -+- m',n -h n',p ■+- p ' , 
TT' = P/n — /;/',« — ri ,p — p' , 

il vient enfin 

et, en divisant (3i ) par (3a), 

(33) ang (f>) =. 

valeurs qui ne sont sujettes à aucune ambiguïté. 


. : J 

; 
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l^a formule (33) est la plus convenable dans la pratiijue, parce qu’elle 
n’exige que trois logarithmes au lieu de quatre, et parce que le facteur 
S (g/ik) est constant pour toutes les arêtes appartenant à la même lace. 

.Si maintenant l’on met l’équation (7'3) de mon 3Iémoiresur les Systèmes 
de points, sous la forme 

(34 ) S’( I ][A]cosc — 3 — a AA[ AJlr/ji-osu j , 

et, si l’on se rappelle que l’on a 

(35) P* =: m* <1* H- A* -+- rf’ -4- 2 mnab <*f>s 3 -h a mptthco% i inp bdco% a , 

on aura, en développant le dénominateur de (33), et remplaçant au numé- 
rateur Dgf Dh, DA- par (fl//), (pm), (mn), 

[3T»' fanr((^fM — ^ J* 1 ^ !*"■ co» o — 2 (w/) ( Wîfitj [rf|cri.j i.— a f/Aiw';. (nm') lHi«f | cm /a 

^ ' V » / nnt')«4 COR 9 -t* ) arf CO» /î -+- J AJ Cv» or 

I .orsque les douze coelTicients 

K>[«J>, K*[i]% aF.’[«]f/>]roso, al-.q» J [</J cosv, a E*f fc ] f //J vos u, 

a', b', tP, abcosâ, a//cos(3, bilco»a, 

auront été c.alculés une fois pour toutes, en les multipliant par des nombres 

entiers toujours assez simples, on aura l’angle (P, P') au moyen de trois 
logaritlunes. 

Probi.è.me \ III. — Troui’er fangle des deux faces {ghk), [g’h'k'). 

Cet angle est le supplément de l’angle des deux normales aux faces : or ces 
normales ont pour symboles [g’/'A], [g-' A' A'] dans l’Assemblage polaire. On 
pourra donc se servir delà foi-mule (3(>), en y remplaçant 

m, n,p, m',d, p, par g, k, k, g, //, A', 

a, h,d, [a], [A], [</] , par [rt] , [ A] , [d\,a,b,d, 

», «T, par i8o“ — /», i8o° — », i8o“ — <® , 

A4, », <ar, par i8o“ — a, i8o“ — j3,i8o“ — y, 

(Cp') pari8o“-(0’'): 

on aura alors 

— E^(Âë)'a'+ (y )'»’+(;*')■ (y) 4» 

' -«-AA'IAl'-t-AA'ia;’— uAleolo — cm,— (A aVAA'; [t J|dlcui,> 
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La quantité sous le radical divisée par le carré du coniniun diviseur des 
binômes (g’A'), {M'), (%’)> représente le carré du paramètre de l’axe de la 
zone qui contient les faces {ghk), (ff'fi'k') ; ce quotient reste donc constant 
dans tonte l’étendue de la zone. 

I.orsque les douze coeflicients 

li’a’, K’t/’, aE’rt/jcos(î, aE’«i/cos,5, aE’Wcosa, 

[«1% [A]’, [rfj% COS'W, HH cosv, [ij [</Jcos«, 

auront été calculés une fois pour toutes, on aura facilement l’angle dièdre 

(F, F') au moyen de trois logarithmes. 

Il est utile de remarquer que l'équation (3y) peut se mettre sous la fonne 


unj;(Frt') 


-EI»(M’).;Zg-),(g/.-) 

+ (gA'-i-Ag'j[iij[41cu»o — (gt' + Ag' l[o][rf)co»v— |A*'-f-AA')[i][rf]ro4u’ 


où le terme P (hk’), (kg'), (g/i) est le paramètre de l’axe de la zone qui 
contient les faces F et F’, ou l’un des multiples de ce paramètre. 

■Nous allons maintenant chercher ce que devient la formule ( 37 ), dans le 
système binaire, lorsque la notation des faces comprend quatre caractéris- 
tiques. 

Problème IX,. — Trouver F angle des deux fuees (ghik), (g'h'i'k'), 
dans le système binaire. 

Si l’on se borne ii considérer les trois axes des x, des )' et des z, dont le 
dernier est normal au plan îles deux autres, les caractéristiques i et i’ dispa- 
raissent, et, en faisant 

U = r = 90”, 

J, 

on trouve 


(38) tang(F,F') 


— Fy fg A')*f/’-t-(AA')*a*-H (kg')'b'-t- a (A*') [kg') abcoii 
kl,’[d J* + gg'[a]'+hh'\ A ]• — ( gA ' -t- /lÿ' ) I n 1 1 A 1 i-os i " 


Soit mnp l’axe de la zone des faces F et F', de sorte que l’on ait 


(hk')_-(kh') 
D ~ 


(V) „ _ («A') . 

D ’ P— D ’ 


la ((uantité sous le signe \J aura pour valeur D’ P' m np. 
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ür, si l’on projette le Soniinet (m, n, />) sur le plan des .ij en (/«, n, o), 
on aura évidemment 

( 3 p) P* ninp =p'^d^ -+- P* mno. 

Rétablissons maintenant l’axe auxiliaire de paramètre c, satisfaisant aux 
conditions de position énoncées à la page i a'i, et faisons reparaître les carac- 
téristiques t et i'. 

Rangée mno peut être considérée comme appartenant au Réseau du 
plan des jy, envisagé indépendamment de l’Assemblage : elle est siisccj)- 
tible, les axes des x et des _r restant les memes, de recevoir un symbole «le la 
forme (gh) (Mémoire sur les Systèmes de points, page 1 1 ), et en ne tenant 
pas compte du facteur commun qui peut exister entre m et «, ce symbole sera 
( — n, m), puisque la Rangée va de l’origine au point (m, n) ; l’on peut aussi 
lui assigner un symbole de la forme (ghi) (même Mémoire, page 1 8), et alors 
le nouveau symbole sera ( — n, m, — m -+- n), puisque la somme des trois 
caractéristiques doit être égale à zéro. Alors, en vertu de la formule (22) du 
Mémoire cité, on aura 

P’ mno = — m ( — m -h n) cd -I- « ( — m -(- n) b' -t- mnc^. 


Or, on a d’atitrc part 



en tenant compte de ce que les sommes g -k- h y- i, g' ■+■ h' -f- i' sont égales 
à zéro. 

Si l’on substitue cette valeur et celles de m et n dans P’ mno, il vient 

(fa-') - (%'^ ( <«') l>' - {ks') {kh') c' 

Substituant de nouveau dans l’équation (Sq), multipliant par D% et remar- 
quant que Dp est égal à (gb'), on trouve 

( 4 o) D* P> nmp = {gfi’) ’ rf* — (kh') (ki') a ’ — (kg') (ki’) i* — (kg') (kh') c* ; 
telle est la valeur de la quantité contenue sous le radical de l’expression de 
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lafi}; (F, F') : on peut y remplacer {gfi'Y par les quantités écpiivalentes 
ou (hi'y. 

( )n peut eftectuer sur le dénominateur une transibrination analogue. F.n 
efTet, d’après les formules de la page lai démon Mémoire sur les Systèmes 
lie points, on a 


or le triangle GO l' de la Jig. i , dans lequel on a 

()(', = «, GI' = A, OI' = c, (K;1'= i8o° — J, 
fournit la relation 


donc 


•jtab cos i = — a’ — A*; 


(«l [A] cosJ = ^j,, (c’ — fl’ — A’p 


Si l'on substitue dans le dénominateur de tang (b', F ) ces valeurs de [n J, 
i Aj, («I [A] cos S, il prend la forme 

kii' f </]’ -h [ agg'h^ -h -ikh’a' — (gh' + hg) (c’ — o’ — A’) J ; 
développant, et remplaçant g h par — i, g' h- A' par — i' , il devient 

kk'\dY •+■ iifî I — — ië^' -I- '/) — (ë>‘ >*ë') J- 

D’où l’on voit que la formule (38), après avoir multiplié haut et bas par E\ 
se change en 

(4i) tang(F9')= -E» (%') (*i’| A«- (Ag') (AA'K 


f J]. E- _ a'd - ^ 


On peut substituer maintenant aux paramètres ii. A, c, d des lignes 
trigonomctriques dépendant d’angles immédiatement observables sur le 
cristal. 
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Divisons haut et bas par [r/j’ E% et posons 
F* 


l.fj 


puis, à cause de [ rf] = -^ (Mémoire sur les Systèmes de points, page i a i), 
posons encore 

(‘»a) tp _ j-.; _ ; 

nous changerons ( 4 1 ) en 


formule qui n’exige que le calcul préliminaire de ipiatre coefTicients, 

K’è’, <!>’ r’ et «P’ d\ 

Représentons maintenant l'angle («OU (Jig. i) par (x,jr), l’angle GOI 

par [x, t), l'angle HOI par (j, f), et prenons pour unité de longueur le dia- 
mètre du cercle circonscrit au triangle GOI’; OG, Gl’ = OH, OI’ = OI 
étant les trois paramètres a, h, c, nous aurons 


( 44 ) 


a = sin (_r, 0* 0> ^ = S'" (•*■>.7’) ! 

K’ = aZ> sin ( JT, jr) d = abed. 


Soit U l’angle dièdre compris entre la face (oi i i) parallèle à l’axe des j, 
et le plan des xy ou (oooi); soit V l’angle dièdre compris de même 
entre (loi i) parallèle à l’axe des >■ et (oooi) ; soit enfin W l’angle dièdre 
compris entre (tioi) parallèle à l'axe auxiliaire et (oooi); on trouvera 
facilement 

I lang U = — 4>a, 
tang V = — <!>/), 
tangW = — 4>c. 


On en déduira la valeur de l'auxiliaire <1> par l'une des trois équations 

l.ing U l.ing V tang 

sin (Jv) sin (x^j sin (x,j') 


(46) 4.= 

XXXn-' Cahitr. 
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1 4<’> 

1 j« angles { y,i), {x,l), doivent avoir été mesures au goniomètre, 

ainsi que l’un au moins des trois angles U, V, W. On connaîtra donc <J>, et 
par suite 


(47) 4‘V’ = l«np*Utans«Vlans»AV 

donc enfin 


tang’ U tang’ V sin’ (.r,_y) ; 


(,'8) UO};(F,F») = — 


ht' fh' . , -f“ ig' 






'B ’ V — tg • W 


formule qui donne l’angle des faces en fonction des angles immédiatement 
observés : c’est c<‘lle qui me parait la plus commode dans la pratique. On 

peut y remplacer tang’ U tang’ Vsin’ (.r,y) par tang’ U tang’ VV sin’ (,r, /) 

ou par tang* V tang’ W sin* (y, t). 

Les paramètres linéaires a, h, c sont donnés par les formules ( 44 )> et <■/ 
par l'équation suivante : 

( 49 ) r/ = iglj8in(x,f)$iii (x]^ = lgVsin(jf,<)sin (j:,y)=is\Vsin fr,t)sin(x^t)=4>«6c. 


Je prendrai comme exemple le nitrate neutre de mercure dont les angles 
ont été mesurés par ^ 1 . Marignac, et que je reproduis ici, Jig. 5 . Les 
six faces désignées par les lettres t, t, T, L, M, l dans le Mémoire de 
M. .Marignac (*) peuvent être représentées par les symboles suivants à 
quatre caractéristiques : 


T = (0110), face parallèle à l’axe des j: et à l’axe des z; 
t = { 1 01 o), face parallèle à l’axe des y et à l'axe des s; 
r= (i 100), face parallèle à l’axe des t et à l’axe des s; 
L = (0001), face normale à l’axe des z; 

M = ( 1 1 0 1 ) ; 

/= (i 121). 


(• ) Annatrt de Chimie et Ph/xitjue, 3* scric, tome XWIl, page 3a3. On a retourné le cristal de 
layTÿ. 3 du Mémoire de M Marignac, aljji do rendre son axe de STnuîtrie verlirai. 
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I,'nl)sprvation goniométrique a donné 

(j,j) = [(oiio), (loio)l = Tsup t = Io 8 " 4 o^ 

(x, <) = [(oi lo), ( i ioo)J = T sur T = 1 16” 35 ', 

(j.O = I(ioio). (i loo)] = t surT = i 34 '’ 4 - 5 ', 

W = [ ( 1 1 0 1 ) , (ooo I ) I = M sur I , = 1 38 " i o'. 

Des formules ( 44 ) et (49) on déduit, pour les principaux éléments du 
prisme élémentaire de l’Assemblage, les valeurs suivantes : 

0 = 0,7102, rf = 0 , 5685 , 

i= 0,8943, E = 0,6994; 

e = 0,9474. 

on a ensuite, pour les constantes de l'équation (48), 

tang’ U = o, 45 o 3 , U (calculé) = i 46 " 8 ', 
tang’ V = 0,7 i 4 o, V (calctilé) = i 3 g" 48 ', 

tang’\V= 0,8010, 
tang’ U tang’ V sin’ (j?,.>‘) = o,a886. 

Avec ces éléments, on demande l’inclinaison de L sur L 

Joi formule générale devient, puisque (g'h'i'k')— (0001), 

— V — A* Uîitî* U — Une* V — gh tang’ W 

tang (L, 0 — “ — Ung’ U + a tang* V — tang* W , 


( )n trouverait de même 


(L, l) = 128"59',6. 


(L, #4)= ia 6 " 3 i', 4 , 

a étant la face de symbole ( 0321 ), laquelle se développe quelquefois sur 
l’aréte qui sépare L de t. 

L’une quelconque des formules (4 ï), (43) ou (48) résout complètement 
le problème IX; si l’on emploie la formule (43), on devra se rappeler que 
l’on a 

H' 
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IjB formule générale ( 87 ) se simplifie heaucoiip, lorsque les axes sont rec- 
tangulaires, ce qui a lieu dans le système tcrbinaire; il en est de même de la 
formule (4 •)> lors^uf l^s angles que forment les trois demi-axes positifs des x, 
des V et des t deviennent égaux à lao degrés, ce qui arrive dans le cas du 
système sénaire. Nous allons successivement examiner ces deux cas. 

Pboblèmf, X. — Trouver l'angle de deux faces {gltk), (g'ii'li')^ dans te 
système tcrbinaire et dans le système f/unternaire. 

On a alors 

« = lî = S = 90 ", ja ■=. Y z= <a 90 ", 


, . —f.'^\hk'Yn' + {t,i;','li’ + {gh'Ytl’ — E’ y' ht.' )'a- + (is' ]' h' + (gh' fif 

^ (a 1* -f- AA' [ A j' -f- /X' [ rf]’ 'a'.V* H- AA'fl’*/’ -f- 

Si l’on divise haut et bas par a‘ b' r/’, cette équation devient 


tan,r f f "" — — \/l£^ -t- IMT + UiIlÏ. . ^ , 

««b ^ — V a'b' ^ a'd' ^ h'd' ' a' ^ b' ^ d'' 

Ibrine sous lacjuelle elle a déjà été donnée par M. Neumann (*). 

On peut la simplifier en posant, comme dans le problème précédent. 


(5i) 

on trouve alors facilement 


U=[(oii),(ooi)], 

V=f(ioiMooi)]; 


(§ 2 ) 


B. Il « " 

tang U = — ^ == — j^fl, 
tangV=--=-p/,. 


Si l’on divise, haut et bas, le troisième membre de la formule (5o) par 
a' b‘‘, en tenant compte des équations (Sa), on aura 

/CQ\ — vV«^' l’Iaiig’LI-t- (*«')’ + (A’A')’lang*i; Ung'V 

(5J) tang (h, F) _ gg^u^ns'V + hh'uug'\ +bk' ’ 

formule qui n'exige que le calcul de trois eoefticients, au lieu de six. 


(•) Beitr/rge tar Krfsiaiionomief Berlin , i8'»3. 
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Dans le système quaternaire, on a U = V", et si l’on divise haut et bas 
par tang’ U, la formule précédente devient 

(54) tang(F, b)— gg'+hh’+W coi'V 

Problème XI. — Trouver FangU de deux faces {ghik), {g'/e' i'k’), dans 
les systèmes sénaire et ternaire. 

On a, dans ce cas, 


(X^-) = (•C<) = (j^t) = I 20°, 


a =■ b = c. 


Si l'on élève au carré la formule 


on trouve 


{kg')^{kh') + (ki') = o. 


- (kh') (ki') - {kg') (ki’) - {kg ) {kh') = i 1 {kg’Y + {kh'Y + (X-/')’l ; 
d’autre part on a 

— (/«'-t- — igi' ■+■ ig') — {g/i'~h hg') = gg'-^ hh'-^ 

si l’on substitue ces valeurs dans la formule (43), elle devient 

(551 - ~ (AgT+ (ur-H*0‘) ■ 

{OJ) wig^r.r; 4,.„. 

mais l’on a d’ailleurs 

•t’a’ = tang’ U , 

<!>’ d^ = tang* U sin’ {x,y) = | tang* U ; 
et, si l’on multiplie haut et bas, dans (55), par a cot’ U, il viendra 

(56) M„^P^)- -^3(gV)*+i(Ag’)*4-(A70*+(AO«l»coP 

' ' fat*»»; ÿ^'4-/,A' + i,-H**'.îcot*F ’ 

formule dans laquelle on peut remplacer a cot’ U par 

Cette équation donnera, au moyen de la constante unique a cot’ ü, caU 
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(Milée une fois (>our toutes, les valeurs des angles dièdres de.s faces, dans les 
■Assemblages sénaire et ternaire. 

.l’ai traité avec détail la question de l’angle des faces dans les différents sys- 
tèmes cristallins, à cause de son importance pratique. On peut traiter de 
même wlle de l’angle que forment entre elles les arêtes ; c’est le but des pro- 
blèmes suivants. 

Problème Xll. — Trouver l'angle de deu.r liarij^ées mnp, ni'n'p', 
<Uins le système binaire. 

Soient toujours a, b, d les paramètres et J l’angle compris entre « et A. 
On aura à considérer, dans le polaire, les paramètres [« J, | />], [r/] et l’angle 
[J] = i8o“ — S qui est comjiris entre [n] et [è]. 

Dans cet Assemblage, les plans normaux à ni n' p' ont pour sym- 
boles [(w/y;)], [(/«'«'/;') |, et, si l’on ajoute les caractéristiques auxiliaires 
O, o', telles que l'on ait 

m n -t- O — O, 
m' -t- n' -h o' — O, 


on aura à déterminer l’angle des faces | {mnop)\, j et à en prendre 

le supplément. 

On remplacera donc, dans la formule (4 1 ). les lettres g, h, i, l; par m, n, 


o,p\ n, b,c,d, [</], par («], (AJ, [e], f//|, d; (F, F') par iHo° 
le paramètre auxiliaire fcj sera donné par la formule 


(P, P'); 


(■>7) =* [«1 |Ajeos(i«o" — é) = [cj’ — («]’ — [A]’. 


Il vient alors 
(5ft) taüg(pTp') = 


E’ ^;mn'y\ity — {pii’){po')\aY — ipm' p— l>m' ) (f |’ 


formule que l'on jiourrait facilement modifier de manière à lui donner la 
forme des équations (43) ou (48). Les valeurs de [«], [A|, [r/j sont doimées 
par les équations 

et | cj par l’équation (57). 
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Problème XIII. — Trouver C angle de deux Rangées ninp, ni'ii'p', dans 
le système terblnairc. 

Soit (P, P') l’angle des deux Rangées; cet angle sera le supplément de 
l’angle que forment entre eux les plans [(/«'«'/;')] du polaire. Si 

donc on remplace dans la formule ('îo) les lettres g, h, k par m, n, p, et si 
l’on échange a et [a], b et [6], d et [f/|, on aura 

,5 . . _ F- "»»')' M' _ V'(V)’ ^ 

» W bl » I mm' a' -h nn* />p' mm* a* nn* b* pp* 


formule dont les constantes se réduisent à trois, si l’on divise haut et has par d.^. 

Problème XIV. — Trouver b angle de deux Rangées mni>, m’n’p’, dans 
le système sénaire. 

Pour pouvoir adapter les formules ( 55 ) et ( 56 ) à la solution de ce pro- 
blème, il convient de supposer que les demi-axes des x et des positifs font 
entre eux un angle de 60 degrés et non de 1 20 degrés. Si l’on avait dénoté 
les Rangées dans le système d’axes correspondant à l’angle de 1 20 degrés, il 
suflirait, pour revenir au système des axes sc coupant sous l’angle de ho de- 
grés, de remplacer mnp par m — n, n, p, ou par m, n — m, p. 

Ce remplacement ayant été fait, il est clair que ( m/y; ) , | m'n'p' ] seront des 
plans réticulaires de l’Assemblage polaire, et que ce dernier aura quatre axes, 
dont les trois inférieurs, horizontaux, se sépareront les uns des autres sous 
des inclinaisons de 1 20 degrés. 

Ainsi, en introduisant les auxiliaires o, o' telles que l’on ait 


(ho) 


m -y- n -h o = o, 
/n — t— H — t— o o , 


et remplaçant 2 cot’ U par 2 cot’ [ C ], g, h, i, k par ///, n, o, p, on aura 


(61) 


tane flO'l = v ^ K/*"'')’ (/”*')* + (/'"')*! . 

” ^ ’ I mm' - 4 - ntt' -t- 00' -t- pp'. a col* [LJ 


[U] représente la valeur de l’angle auxiliaire U dans l’Assemblage polaire; 
on aura, pour le déterminer, la relation 


2 cot’ [UJ = 


11 ^ 


9 
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et, en vertu de l’equation (94) de mon Mémoire sur les Systèmes de points, 


(Ü 3 ) 


2 eot’ [U] = 


3 


'Il 

a’" 


(ionime exemple, proposons-nous de déterminer 1 angle de m/yj avec, 001 , 
■’est-à-dirc avec l’axe des z. On a alors w' =: n' = o' — o, p = 1 ; d où 


lang (P, axe de» 2) = 


pd pd 




formule facile à vérifier directement. 

Les formules (60), (61) et (fia) donnent la solution complète de la 
question. 

Probeème XV. — Trouver le plan réticulaire normal à la Tangécnmp. 
Soit m'np' une Rangée «pielconque normale à la Rangée mnp-, la for- 
mule (3fi) montre que les caractéristiques m', n', p' devront satisfaire à l’é- 
i]uation de condition 

mm' a + nn' k' + pp d- + («.«'4- nm') akcm3 + {mp' + pm') ad co» p 4- (/./>' -+-/»-.' ) kdooi a = o. 

Si l’on pose, pour abréger, 

mn‘‘ -I- miJ> cos J -(- pad cos ^ = g, 
mal) cos S -f- -+- pbd cos a = h, 

niad cos ^ - 4 - nbd cos a -f- pd^ = k, 

cette équation devient 

gm' 4 - lin ■+■ kp = o; 

aiasi la Rangée in'n'p' est contenue dans le plan {ghk) ; on peut donc con- 
sidérer g, b, k comme étant les caractéristiques du plan normal, pourvu 
que l’on choisisse une unité de longueur qui rende numériques a, b H d; 
car il faut que g, h, k puissent être considérés comme des nombres. 

Les quantités g, b, k ne seront pas en général des nombres simples; mais 
on peut néanmoins les considérer comme étant entiers, parce qu’il est tou- 
jours permis de multiplier g, b, k par un même facteur égal à l’unité suivie 
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cl’iiii nombre assez grand de zéros pour pouvoir négliger la partie décimale 
de leur «léveloppement. 

PiiOBi.ÈMF. X\l. — Trouver la fiangée normale au plan (gltk). 

En égalant à zéro le dénominateur du second membre de l'équation (Sj), 
on aura la eonditiou pour qu’un plan tel tpie [g h'k') soit normal au plan 
donné ; puis posant 

1 ^ [a|" — h [rt] [ft] cos '® — k [fl] [f/J cos t =nt, 

— O I " I [^'1 «T + /' 1 6]’ — A- [AJ [f/| cos u = n, 

— S '' — I ^' ] l '^] ^ ~ Pi 

on verra facilement que la Rangée normale cliercliée a pour symbole ; 
on rcmartpiera en outre que [nj, [A], [r/J doivent être considérés comme 
étant des quantités numériques. 

lii's nombres m, n, p peuvent être fractionnaires, on même incommensu- 
rables; mais il ne saurait y avoir aucun inconvénient à leur conserver la 
valeur cpie leur assignent les formules (64). 

Phobi.f.me XVII. — Trouver l'angle (pie fait la Rangée ninp avec le 
plan réticulaire {ghk). 

Imaginons que, sur le parallélogran)me générateur du Réseau du plan 
donné, on construi.se un parallélipipcde dont la base aura pour aire S {ghk) 
et dont les arêtes latérales coincideront en grandeur et en direction avec; des 
paramètres du système de Rangées mnp. 

Le nombre de strates parallèles à [ghk) et interceptées dans ce paralléli- 
pipède sera égal (Mémoire sur les Systèmes de points, problème XX) à 

± (mg ■+■ nli 4- pk)y 

le signe étant choisi de manière que cette expression soit positive. Donc le 
volume de ce j)arallélipipède sera ég;il à 

± {mg -t- nh 4 - pk) E’. 

Mais, d’autre part, en nommant (P, F) l'angle compris entre la Rangée mnp 
et la face {ghk), l'expression de ce volume est aussi 

Vmnp S(g'AA) sin (P, F) : 

X.r.rin CahUr. 20 
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(65) 


sin (P, F) 


± (niff + n/i -+- i>k ) E’ ± {nig + n h + p k ) E’ 

P mnp S {ghk ) P mnp P [ glik \ 


où il ne reste plus qu’à mettre à la plaee de Pmiip, S {ghk), leurs valeurs 
tirées des écjuatinns (34) et (35). 

Deuxieme solution. — Posez 


pi (^['* 1 ' — l“] fos-sy — k [rt] [f/] cos r) = m’ , 

P ( — g' [a] [ùj cos -sr 4- A [AJ’ — k | AJ [r/J eos u) = //', 

( — g [rtj [</J eos V — A [AJ [f/J cos U -I- A [rfj’) = p'\ 

m' n' p' sera le symbole de la Rangée normale au plan (^’’AA). Substituez ces 
valeurs de m' , n' , p' , dans la formule (36); vous aurez, après réduction des 
ternies du dénominateur, 


yJ:nr'Y‘>a 

,(i6) cotang(h, F)s= 


\d I'—» {np'){pnt' ) («J-fc] co«* o— ’J np' ) ;w«’ ) JaJ [rf j co» v — .* ■. pu'' ( 
i^nfg-^nk^pii)ï\ 


On aurait pu de même écrire 


p (/«rt’ nnh cos <5 H- pad eos [i) = g', 
gj {mnb cos i -t- z/A’ -f- pbd cos a) = A', 
(mad cos ^ nbd cos a H - pd') = k' ; 


(g' h' k') eût été le symbole du plan réticulaire iionnal à la Rangée mnp : 
alors, substituant ces valeurs de A/, A', dans la formule ( 37 ), l'on aurait 
eu, après réduction du dénominateur, 

«’-F , A^‘J* (tpA’ ,* ï . AA' ; [kg eot>« 3 I M.' J ,gV ) ad eoi î a , » 

rotang ^ r. ■ ..i - t ^ ^ 

«y «A -4- ) Jt. 

Ces dernières équations peuvent être utiles dans le cas où (P, F) différerait 
peu de 90 degrés ; car alors non-seulement l’angle serait mal déterminé par 
son sinus (formule 65), mais même il pourrait y avoir incertitude enti’e les 
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deux valeurs stippléiiientaires données par cette formule. I.a considération 
des v.ileurs de g', h' , k', qui alors dilK*rent peu de celles de g, h, k, est 
très-propre ii lever rambigiiité qui en résulte. 

(ioncevons, comme exemple, que, dans le système sénaire où l’on a 

n = h, a = jS=t)o®, J=i20°, 

on demande l’angle que l’aréte allant du Sommet (i, i , o) au Sommet 
(o, O, i) fait avec le plan passant par les Sommets (o, o, i), (o, i,o), 
(i , O, o), cet angle devant être mesuré dans l’intérieur du tétraèdre formé 
par ces (juatre points. On aura alors 


a = b, = = 90°, = 1 20°, rnn/j = i i i , (gkk) = ( i i i ) ; 

d’où 



le symbole des plans normaux à la Rangée 1 1 1 pourra donc s’écrire 


( 


^ a" \ 
aif’ * ) ’ 


I 


celui de ces plans qui pa.sse par le Sommet (o, o, i) coupera les axes des .r 
et des )' à une distance de l’origine égale à a divisé par-^, » et ainsi l’angle 
cherché sera aigu, ^ • j *1 sera obtus, si^, > i . 

On a ensuite 

l” ni 

P’ I ni] = 3 


donc, en ayant égard aux équations (g 3 ) du Mémoire sur les Systèmes de 
points. 


sin[ni,(i'n)] = ^ 


3E’ 




tang[ni,(ni)j: 




a«* — a* 


fonnules qu’il serait d’ailleurs facile d’obtenir directement. 

20 . 
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r,G 




IX. — Méthodes pour calculer la densité réticulaire des faces d'un 

cristal. 


■le iioninie densité réticulaire (*) d’une face {ghk) le nombre moyen des 
.Sommets contenus dans l’unité de surface : cet clément physique exerce une 
Jurande iniluence sur le mode de limitation du crisUd, ainsi que dans les plié- 
nonièncs du clivage. Il importe donc de le déterminer en fonction des [>ara- 
mètres linéaires ou angulaires de l’Assemblage et des caractéristiques g, A, ; 
tel est le luit du paragraphe actuel. 

Si l'on continue à désigner par S(gUh) la surface de l’aire du parallélo- 
gramme générateur du plan {ghJi), la densité p dn Réseau de ce plan aura 
]>üur valeur (Mémoire sur les Systèmes de points, page ai), 


(b«) 






Le problème, ramené à la mesure de S (ghk), se trouve résolu par la for- 
mule générale que je reproduis ici (Mémoire cité, pages et i i i ) , 


, . ( S'(^AA) = g* S’ (loo) A’S’ (oio) -f-A'S’(oüi ) — 2gAS(ioo)S(oto)co5o 

' ’t' ( — agA S( ioo)S(ooi)cos V — 2 AAS(oio) S(ooi) cosu. 

Il nous reste à examiner comment cette formule se modifie dans les diffé- 
rentes classes d’Asscmblagcs, et suivant les divers modes (hexaédral, octa- 
édral, etc.) de ces classes. 

Système asymétrique. — t«T formule n’offre aucune simplification. 

.Système bùutire, mode he.caédral. — On a 


H = 90", V = 90", -ar = J, 

(ghk) =g^ S’ ( 1 00 S’ (o 1 o) -f-Â’ S (00 1 ) — 2 g'A S ( 1 00) S (o 1 o) cos < 5 . 


L)ans le système des notations à quatre caractéristiques g, h, 1, k, cette for- 
iiude prend une autre forme. Soit en effet c le paramètre du nouvel axe : on 
aura d'abord 

= g* S' (1010) -I- A’ S* (01 10) -I- A' S’ (0001) — 2gA S (loio)S (ui 10) cos 5 ; 


P) Ccl clément a déjà clé defini, Mémoin sur tes Sjstcmei de points, |wige 20. 
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s (gUik), \[ghik), (oooi)j, 

lors(jue l’autre est connue. Cette relation a également lieu pour tous les sys- 
tèmes suivants, qui ne sont que des cas partieuliers du système binaire. 

Système tcrhinaire, mode hexacdral rectangle. — On a évidemment, 
dans ce cas, 

M = qo", V = 90”, ta = 90", 

(73) S> [ghk) = (100) /z’S’^(oio) (001). 

On peut introduire dans cette formule les constantes angulaires Ü et de la 
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piijîe I En effet, on a (formules 5 a), 

laïuf U ^ tan-V- 

donc 

(7'j) S>(g'W)= (^'’tang’V-h /j’tangHI -H P)S> (ooi). 

Systcnw /iiiatcrnaire, mode hexaédrat. — La formule (7 3 ) devient 
(75) S* {ghk) = {g^ )d) S’ (loo) -H P S’ (001). 

F'our introduire la constante angulaire U, on posera 

tang Ü = 


S (010) S ( 1 00 ) _ 

§(oui) S (oui)’ 


done 

(76) S’ {gftk) = h’ -4- /•’ cot’ U) S’ (100). 

Systcme sénaire. — On posera, dans la formule (70), 

S (i 100) = S(ioio) = S(oiio); 


( 77 ) 


^ S’ (ghik) = — (gh -r- gi + hi) S’ (01 10) A’S’ (0001) 




• j S’ (o 1 1 o) -t- S’ (000 1 ) . 


Pour introduire la eonstante U, on écrira 

IT S (01 10) 

tang U = — *-) 5 > 

^ S (0001) 

et alors 

(78) S’ igkik) = 4- /t» cot’ ü) S> (01 l'o). 

Système tertjuaternairc, tiwdc hexaédral. — La formule (7^) devient 

(79) S’ {ghk) = {g^ + h^-yP) S* (ooi). 

Dans les cas non examinés du système ternaire et des divers modes octa- 
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ûdraiix, dodécaédiTil , ou hexaédral rlioinbiqiic , qui dérivent des précédents 
par des centrales eonveiiableineiit faits (*), les valeurs de S {ghk), ^[ghik) 
se déduiront des formules précédentes, au moyen des théorèmes que nous 
allons aotnellement démontrer. 

Théorème \ 1 I 1 . — Si l'on centre tons tes parallélipipèdes générateurs 
d'un .■/sscnibtngc, ta face {gkk) conservera faire de son parattétogranuuc 
générateur si ta somme atgéhrûpie g h k est impaire; mais cette 
aire deviendra moitié moindre, si cette somme est paire. 

I.es coordonnées numériques des Sommets introduits par le centrage sont 
(les nombres fractionnaires de la forme, 

.r = m-4-i, >- = «+i, z = ps-\, 

m, n, P étant des nonibres entiers. 

l.a condition jiour que le plan réticulaire (gfik), mené par l’origine des 
coordonnées, contienne un quelconque des nouveaux Sommets sera donc 

(80) gm -r- tin -f- kp -f- ^ ^ = o. 

Dans le cas ou g + fi k est impair, le plan {gtik) ne pourra contenir 
aucun de ces Sommets. Si donc on nomme la valeur ([u’obtient 

S (gfik) après le centrage, on aura 

(81) S, (^, h, k = vtj -T- i — g — ti) = S igtik). 

Dans le cas ou g h -\-k est pair, Téquation (8o) pourra toujours être 
satisfaite par des x’aleurs entières de rn, n, p, puisqu’elle représentera Tnn 
des plans réticulaires du système {ghk), que ce plan passe ou non par l’ori- 
gine. Par un quelconque des nouveaux Sommets satisfaisant à Téquation (8o'j, 
menons un plan parallèle au plan des .l’j; le plan {gbk) coupera ce plan 
r = n-t--ï suivant une Rangée des nouveaux Sommets, à égale di.stauee 
entre deux Rangées parallèles d'anciens Sommets situées à la rencontre de 


(*) Oi» trouveia, aux pages 95 et suivantes üii Mpinoire sur les Svslcines de points» les d'-laiis 
qui se rapportent à la manière dont on |K.*ut, par le centrage, faire dériver K'S diffèrimts mode< 
erisialliiis les uns des autres. 
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ce mènic plan avec les plans y = o, v = 2 « -f- i . Ainsi le nombre 

(les Rangées parallèles à l’interseetionde {ghk) avec le plan des as sera doublé 
par le centrage; la densité du Réseau desiendra doue deux fois plus consi- 
dérable, et l’on aura 

(8a) S, {g, /( , ^- = 2 y — — A) = -i S {ghk). 

Dans les formules (81) et (82), g, h, h sont trois nombres dépourvus de 
tout facteur commun, et y est un nombre entier (pieleoncjue. 

ThÉouème XIV. — Si l'on centre, dans les plans z = o, z = 1 , etc., les 
hases des parallélipipèdcs générateurs d’un yisseuddage, la face {ghk) 
fonservern l'aire de son parallélogramme générateur, si 1 1 somme algé- 
brique g -h b est impaire; mais cette aire deviendra moitié moindre, si g 4 - Il 
est un nombre pair. 

Les coordonnées numériques des Sommets introduits par le centrage 
sont ici, 

,r = w -J, .>' = "•+• Pi 

m, n, P étant des entiers. 

Alors, si l’on raisonne comme dans le cas pn'ei'dent, en recourant à la 
('onsidération du plan auxiliaire;)' = n -H -j, et si l'on désigne par {ghk) 
ce que devient S {ghk) après le centrage, on trouvera 

( 83 ) {g, h = ay ^ I — g, k) = S {ghk), 

(8.',) S,, (^r, h = ay - g, k) = i S {ghk). 

Scolic. — Dans ce dernier cas, le pai-aniètre de la Rangée, trace de {ghk) 
sur le plan des.r>', devient deux fois moindre par l’ellct du centrage. 

Corollaire. — Si l'on avait centré les parallélogrammes générateurs des 
faces |>arallèles au plan des xz, l’on aurait eu de même 

(85) S„ {g, h, A = ay -f- I — ÿ) = ?>{ghk), 

(86) S,, {g, h, k ^y—g)^i i>{ghk). 

Si le centrage avait porté sur les faces parallèles au plan des ys, l'on 
aurait eu 

(87) S^. {g, h, k = aj-h i — h) = S {ghk), 

(88) {g, h, h = ay — A) = i S (-AA). 
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Théorème X\'. — Si l’on centre les six faces des pnrallélipipcdes gé- 
nérateurs d'un Assemblage, l'uirc du parallélogramme générateur de lu 
face {gitk).devicmlra moitié moindre, si le produit glik est pair, et quatre 
fois moindre, si le produit glik est impair. 

liii condition pour que le plan {ghk) mené par l'origine des coordonnées 
renferme des Sommets provenant du centrage des faces parallèles au plan des 
xy est évidemment, eomme dans le précédent théorème, 

(89) g + h = y. 

lai condition pour que le même plan renferme des Sommets provenant du 
centrage des faces parallèles aux xz est 

(90) = ij'. 

La condition pour que ce plan renferme des Sommets proA'enant du cen- 
trage des faces parallèles aux yz est 

(91) A -4-/- = 2/'. 

Or, on ne peut avoir en même temps 

ig-^h=isj -t-j , 

(9a ) I g- -t- /■ = 27' + I , 

( A -h A- = 27"-+- 1; 

ilonc l’une au moins des équations (89), (90) et (91 ) sera toujours satis- 
faite, et il est permis de supposer, dans ce qui va suivre, que c’est l’équa- 
tion (89) qui se vérilie. 11 peut alors se présenter deux cas. 

Premier cas, caractérisé par g -t- A = 2y '-t- i • — L’une des deux carac- 
téristiques g, A sera paire, et l’on aura, en ajoutant l'équation (89) à la 
deuxième des équations (92), 

2 g - 4 - A -t- A = 2y -1- 27 '-f- 1 ; 

alors les éi|uations (90) et (91) manquent à la fois, et l’on retombe sur le 
cas du théorème XIV et sur l’équation (8/4) ; S(gAA) devient moitié moindre 
après le centrage. 

JtXXlf’’ Cahier. 3i 
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Dcuxlcwr cas, caractérisé par ^ -f- Â- = 2 y'. — Les ér|uations (89), (90) 
et (9 1 ) sont satisfaites toutes les trois, .\insi, si l’une des caractéristiques est 
paire, {«“s deux autres sont pareillement paires, et si l'une est impaire, les 
deux autres le sont aussi. Mais les trois caractéristiques ne peuvent être 
paires à la fois; elles seTOiit donc toutes les trois impaires, et l'on aura 

gfik = a j -h I . 

Dans ce cas, en vertu du scolie du théorème XIV, le paramètre de la trace 
de (g/ifc) sur le plan des .ry est rendu deux fois moindre par l’elfet du cen- 
trage; en outre, il est évident que (g/ik) contient <lcs nouveaux Sommets 
dont les coorilonnées sont de la forme 

x — rii, x = z — 

ni, H, j> étant convenahleinent choisis : sa trace sur le plan z—p~ir\ s»'ia 
dtuic une Rangée comprise entre les deux Rangéi“s déterminées par l’inter- 
section du même plan {gh 1 <) avec les plans s = o, 3 = 2/; -t- i ; le nombre 
de ces Rangées sera donc deux fois plus considérable après le centrage. La 
densité du Réseau devient ainsi (juatre fois plus grande, et l’aire du paral- 
lélogramme générateur quatre fois moindre. 

Si l'on représente par ^^ighk) la nouvelle valeur de S(ghk), après l’opé- 
ration du centrage, on aura, dans le premier cas. 


(9'^) = ;p) = ï ^ 

dans le deuxième cas. 



TnKoiiKMi-; X.VI. — iAirsquc, (Unis un jd ssemblage senaire rapporté à son 
O.CC principal pris pour a.te des z, et à dett,v de ses axes binaires de pre- 
mière espèce pris pour a.vcs des x et des y, on ajoute, sur les plans dont 
l'éf/uation est z — p ziz les Sommets nécessaires pour changer l' Assem- 
blage en un Assemblage ternaire dont le Sommet h coordonnées (.j, |, i) 
fasse partie, le parallélogramme générateur de la face (ghk) conservera son 
aire, si l'on a g — /i -f- A' = 3y ± i , et cette aire deviendra trois fois 
moiiulre, si l'on a g — A t- A = '3 y . Mais, si le nouvel Assemblage con- 
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tient le Sommet (|, -j, -i,), ta condition pour (pie ü(gtik) devienne trois fois 
moindre sera — g It k = 3 j. 

Soit XVZ {/ig. a) le triangle formé sur le plan: = i par les trois Sommets 
les plus rapprochés de l’origine des coordonnées O. Dans lu figure, ce 
triangle est vn se projetant ortiiogonaleinent sur le |>lan : = o; üj:, Oj sont 
deux des trois axes binaires de première espèce de l’Assemblage. T/Cs coor- 
données du sommet \ seront évidemment 

‘t — J» J — 3’ ** — a’ 

les coordonnées des Sommets additionnels introduits sur le plan î = ^ seront 
donc 

x==w-+-i, )• = /» — i, : = 

celles des Sommets introduits sur le plan s = f seront de même 
= yz=n’ — \, : = 

I,es conditions pour que le plan (gM) mené par l’origine contienne une 
partie de A-es nouveaux Sommets seront donc 


l gm ■+■ hn -f- --- = O, 

I 1)1 a(^ — 

I gm -H hn H j = o. 

Si donc g — h ■+- k i*st de la forme 3_/' ± i , le plan (ghk) mené [>ar l'ori- 
gine ne pourra contenir aucun de ces Sommets, et, si l’on dt^gne par H^{ghk) 
la valeur de l’aire S (ghk) après le triplement des Somim*ts de r.Asscmblage, 
on aura 

^ = I — g--|-/t) = S(,g-/// ); 

mais, si g — h -t- k est divisible par 3, les traces du plan (ghk) sur les plans 
3=5, 3 = 5 seront des Rangées de nouveaux Sommets dans le nouvel 
Assemblage, la den.sité du Réseau deviendra trois fois plus considérable, et, 
par conséquent, l'on aura 

(97) S, (g, h, k = 3 J — g- -+-//) = i S (ghk). 
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Si l'on avait adopté la forme rhomboédrique inverse (Jlémoire sur les 
Systèmes dépeints, page y'i) correspondant au triangle X'Y'7J {Jig. 2 ), le 
nouvel Assemblage aurait contenu le Sommet Y' dont les coordonnées sont 
(|, -j). Les coordonnées des nouveaux Sommets auraient été comprises 

dans les deux systèmes de formules 

.r = w H- i, r = « -H z = p i, 
et les équations (y6), (q^) se seraient changées en 

(9^^) S,, (g, k, 4 = 3y dr I -f- ^ — h) = S {ghk), 

( 99 ) S,, {g, k, 4 = 3y 4- g- — h) = i S (ghk). 

TnéoRÈME XVII. — lAirsquc, dans un Assemblage sénaire rapporté à 
son axe principal commè a.re des z, et à deux de ses a,res binaires de pre- 
mière espèce comme axes des x et des y, on centre tous les triangles équi- 
latéraux des plans réticulaires parallèles aux xy, la face (ghk) conserve 
r aire de son parallélogramme générateur, jfg — hn’cjt pas divisible par 3, 
et cette aire devient trois fois moindre dans le cas contraire. 

Soient X, Y', Z, X',... {fig. 2 ) les nouveaux Sommets introduits par ce 
mode de centrage, et situés sur le plan s = o. Ces Sommets se |)artagent en 
deux groupes, l’un dont les coordomiées sont exprimées par 

x=m — {, = : = o, 

l’autre dont les coordonnées sont 

,r = w 4 - >■ := n — i, ; = o. 

La condition pour que le plan [ghk) mené par l’origine contienne une partie 
de ces Sommets sera 

( 100 ) gm 4 - hn ± - = o. 

Si donc l’on a g — A = 3y ± 1 , le plan [ghk) ne pourra contenir aui'un 
de ces Sommets, et si l’on nomme Sj (ghk) ce que devient S (ghk) après le 


Digitized by Google 



ÉTünES CBISTAI.LOORAPHIQUES. 


I (■>•> 

centrage, on aura 

(101) S,(g, h = 3j ±z I — g,k) = S{gM). 

Mais si g — h est divisible par 3, la trace de (gkk) sur le plan z = o contien- 
dra des Sommets provenant des deux nouveaux groupes; il est facile de voir 
que le paramètre de cette Rangée sera devenu trois fois moindre, et que 
l’aire S {ghk) aura diminué dans le même rapport. ,4insi l'on aura 

(102) = 3y — ='ïS(g'/i/-). 

X. — Dn la détermination du mode cristallin et de la forme primitive 
d'une espèce minérale. 

Lorsque l’on connaît le système cristidlin atupiel se rapporte une espèce 
minérale, il reste à déterminer le mode particulier auquel elle appartient, et 
les paramètres linéaires qui achèvent de fixer la forme du solide générateur 
de son Assemblage. 

On peut conserver à ce solide le nom de forme primitive, ses faces étant 
toujours parallèles à celles d’une ou de plusieurs des formes cristallines de 
la substance. Une molécule est supposée placée à chacun des sommets de ce 
polyèdre, quelquefois aussi en son centre de figure, ou même sur chacun des 
centres de ses faces. 

Deux formes primitives, ou, ce qui revient au même, deux solides géné- 
rateurs <le l'Assemblage, sont éijuivalents lorsqu’ils donnent naissance au 
même Assemblage : on a alors une seule solution du problème de la détermi- 
nation de la forme primitive, mais présentée de deux manières différentes. 

Pour les cristaux appartenant au système régulier ou terquaternaire, la 
({uestion doit être considérée comme résolue, dès que l’on sait si l’Assem- 
blage terquaternaire est constitué suivant le mode hexaédral, octaédral ou 
dodécaédral. 

Dans les systèmes sénaire, quaternaire et ternaire, il n’existe que deux 
paramètres distincts, dont l’un peut être pris pour unité; l’autre paramètre 
forme ainsi la seule inconnue de la question. 

Dans le système terbinaire, le minéralogiste devra d’abord fixer son choix 
sur l’un des quatre modes qui dépendent de ce système; ensuite il devra 
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(li'ti'rniincr deux des trois paranièlres linéaires «, b,d', le troisième pourra 
toujours être supposé égal à riinité. 

liO système binaire présente quatre paramètres linéaires «, h, c, d\ si 
Ton suppose f/=i, il restera à ealeuler n, h et c, c’est-à-dire les trois 
eôté's du triangle principal du Réseau normal à l'ave binaire du système; 
il faudra pareillement 0|)ter entre b‘s deux modes cristallins (|iii dépendent 
de ce système, et si l'on adopte le mode octaé<lral, on devra, suivant la 
remarcjue faite dans mon .Mémoire sur les Systènu's de points (note «le la 
page 97), déterminer sur lequel des trois c«'»tés du triangle principal du Ré- 
seau normal à l’axe se projette le Sommet, centre du prisme générateur. 

Kniin, dans le système asymétriipie, le nombre des indéterminées réelle- 
ment distinctes est égal à cintj : ce sont, par exemple, les cinq arêtes du 
tc'traèdre principal, la sixième étant prise pour unité de longueur. 

Pour obtenir la valeur «les paramètres, nous avons à notre disposition la 
«onnaissance des inclinaisons des faces qui limitent le cristal, et les imbecs 
tir«'S de la disposition d«-s plans de i-livage. Il en résulte qn’aprt-s avoir 
iléterminé un système «le trois paramètres linéaires n, h, d, satisfaisant aux 
conditions tiré«’s de ces indices, nous pouvons, sans cesser pour cela de 
ren«lre compte «le la structure extérieure, reiiq)lacer a, h, d par trois autres 
paramètres w«, nb, pd «le même direction relative, mais dont les rapports 
«le granileiir ne sont plus les m«'mes ; m, n, p sont ici «les nombr«>s entmrs 
«pii peuvent être «juelconques, sauf dans le cas où la symétrie exigerait l’éga- 
lité «le deux ou de trois «le ces paramètres. 

Pour lever, autant que possible, l’indétermination relative aux facteurs 
numériques w, «,/^, la n'gle suivie jusqu’ici par Ilaüy et s«*s successeurs a été 
«l’adopter entre les paramètres desrapjiorts «le grandeur «pii ren«lcnt les no- 
tations svmboliques «It^ fac«*s les plus babituelles «lu cristal aussi simples «jue 
possible. Par exemple, llaiiy, en parlant de scs recliercb«-s sur l’cuclase, 
s’exprime ainsi : « Je cherebai le rapport que «levaient avoir entre elles les 
« trois dimensions du prisme jjour que l’ensemble «les lois de décroissement 
« «pii en «iériveraient s’éivirtàt le moins «pi’il serait possible de la simplicité 
<1 des lois onlinaires ("). » Or, l’application d’une telle règle laisse évidem- 


(*) ÜAVr, Cristallographie f î*édirion, lomc II, page i55. 


Digitized by Google 


ETUDES CRISTALLOC.RaPHIQÜES. ifjr 

ment une large pari à l’arhitraire, puisque les eristallographes ne sont même 
pas (l'aecord entre eux sur les symboles des faees, et que la même face, de 
notation sim|)le pour un auteur, ofi’re souvent une notation beaucoup plus 
complexe dans le système d'un autre auteur. Aussi les miiuTalogistes ont-ils 
coutume d'abandonner la question, lors<|u'elle a été poussée jusqu'à ce point 
(ju’un, deux ou trois systt-mes de valeurs de /«, n, p rendent un compte 
sufbsamment simple de la structure extérieure; cependant des deux ou 
trois solutions qui ont pu cti'e ainsi obtenues, une seule est celle de la nature. 

Pour lever autant que possible celte indétermination, je vais employer 
une hy[)otlièse <|ui n’olfrira point, il est vrai, le degré de rigueur des résul- 
tats auxquels nous avons été conduits jnsiju'ici, mais cpii aura sur les 
méthodes anciennes l’avantage d'avoir un point d'a|)[>ui théorique, celui de 
ne laisser qu’une faible part à l’arbitraire du calculateur, et enlin, d’offrir 
les vérifications les plus variées. 

J’admettrai que, dans un .\ssemblage cristallin, les plans réticulaires les 
plus faciles à sépai-er de leurs limitrophes par l’opéralion du clivage sont, en 
"énéral, ceux (pii servent de limites aux strates de plus gi’ande épai.sseur. 

Voici les considérations théorif|ues qui militent en faveur de cette manière 
de voir. 

Lorsque le clivage sépare l’un de l’autre deux plans réticulaires voisins, 
on a à considérer, d’une part, la force avec hupielle les molécules d’un même 
plan se retiennent l’une l’autre, force qui est la cohésion tangcntiellc au plan, 
ou la r(*sistance à la rupture suivant des lignes menées dans ce plan ; on a à 
considérer, d’autre jjart, la force avec larjuelle les molécules du jdan retiennent 
à proximité les molécules du plan limitrophe, force que l’on peut nommer 
la cohésion normale au plan, ou la résistance à la rupture suivant la direc- 
tion {larallèle à ce plan. Or on sait qu'en giméral la cohésion d(?s corps est 
d’autant plus grande que les intervalles moyens des molécules sont plus 
petits. l)’a[)rès cela, il est permis de |H;nser ipie, toutes choses d’ailleui-s 
égales, la cohésion tangcntielle sera d’autant plus grande que le Réseau du 
plan sera plus dense, et que la cohésion normale sera d’autant plus faible que 
l’écartement des deux plans limitrophes sera- plus considérable. 

IjOrsc|ue l’on examine l’un après l'autre les divers systèmes de plans réti- 
culaires du cristal, la densité du Réseau et l’iicartement des deux plans limi- 
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trophes pour chacun de ces systcines sont deux (juantités qui croissent et 
décroissent ensemble, restant toujours proportionnelles l’une à l’autre. On 
a, en eflét, d’après l'équation ('ji) du Mémoire sur les Systèmes de points, 

A S {ghk) = li = constante, 
et, par conséquent (équation (>8 du Mémoire actuel), 

A = Sip. 

.\iasi, à mesure cjue l’on considérera des faces dont la densité réticulaire 
sera de plus en plus grande, on verra la cohésion tangenticlle augmenter et la 
cohésion normale diminuer; par conséquent, la tendance au clivage suivant 
ces faces deviendra de plus en plus évidente, puisque la cohésion tangenlielle 
le favorise, tandis que la cohésion normale tend à le prévenir. Donc le cli- 
vage le plus facile devra se faire j)arallèlement au plan réticulaire de densité 
maximum, et, si le cristal est clivable parallèlement à deux ou à trois formes 
cristallines, l’ordre de facilité de ces clivages devra correspondre à l’ordre 
«les densités décroissantes des tissus réticulaires correspondants. 

On démontrera, à peu près tle meme, que les faces les plus aptes à se pro- 
duire dans l’acte <le la cristallisation, ou, en d’autres termes, les plans réticu- 
laires les plus aptes à limiter le cristal, sont aussi, en gênerai, ceux dont la 
densité réticulaire est la plus considérable; car les mouvements internes qui 
agissent ince.ssamment sur la superficie de la niasse cristalline en voie de 
formation Jouent, jusqu’à un certain point, le rôle des forces extérieures qui 
s’emploient à cliver un cristal; ils ont dû, par con.séquent, respecter de 
préférence les séries moléculaires (jui se trouvent disposées suivant des plans 
réticulaires dont les lléseaux ont les tissus les plus serrés. A ce point de vue, 
la faculté de limitation effective que possède chaque face possible du cristal 
doit être, au moins en partie, proportionnelle à la densité de son tissu. 
Toutefois, ce critérium parait devoir être moins certain que celui que l’on 
déduit de la considération du clivage; car la formation des fiices naturelles 
s’est trouvée soumise, pendant la cristallisation, à une multitude de forces 
étrangères, difficiles à analyser, et qui ont pu favoriser la production de 
telle ou telle forme cristalline, ou même ne pas agir également sur les diffé- 
rents côtés du cristal. Au contraire, lorsque le crisUd définitivement consti- 
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tue est soumis ultérieuri*iiieiit aux épreuves du clivage, il se trouve soustrait 
à toute trace de l’aetion des forces qui ont modifié priniordialement sa struc- 
ture extérieure (*), et peut fournir aux observateurs des indices indépen- 
dants de son état initial. 

Nous nous résumons en énonçant nettement la règle que nous substi- 
tuons à la loi empirique des notations les moins complexes, et cette règle 
nous servira désornuiis à déterminer le mode cristallin d'une espèce minérale, 
ainsi que les rapports de ses paramètres. Nous devrons, dans chaque cas 
particulier, « choisir parmi le nombre infini de solutions que comporte la 
K détermination de la forme primitive, celle qui assigne aux diverses faces 
« possibles du cristal des densités réticulaires dont la série décroissante 
« représente aussi exactement que possible la série décroissante des facilités 
« de production, soit naturelle (par la cristalli.sation), soit artificielle (pir le 
« clivage) de ees mêmes fiices » : il e.st sous-entendu que la facilité de pro- 
duction naturelle des faces se constatera par l'examen attentif d’un très- 
grand nombre d'échantillons de la même espèce, recueillis dans des circon- 
stances aussi vai'iées que possible. 

Dans le cas où les indices déduits du clivage ne seraient pas complètement 
d'accord avec ceux tirés de l'examen des formes extérieures dominantes, 
notre règle laissera f|uelquc prise à l’arbitraire, jusqu'à ce qu'une applica- 
tion suivie <le la méthode nous ait mis à meme de juger du degré de con- 
fiance que méritent ces divers indices. 

Cette concordance d'un certain genre de clivage avec les rapports de 
longueur des paramètres linéaires a déjà été remarquée par M. Franken- 
heim (*’), qui fait observer notamment que, dans les cristaux quaternaires de 
l’apophyllite et de l'uranite, où a < rf, le clivage est parallèle à la base. 

La densité réticulaire de la face {ghk ) ayant pour valeur 

I 

süÂM’ 


{*) 0.'Ue proposition ne doit pAs être acceptée dans un sons trop rigoureiix : la même espèce miné- 
rale n'a pas toujours les memes clivages egalement faciles; mais les variations sont beaucoup moins 
étendues que celles qui se manifestent dans le degrc* de prédominance des mêmes facers, entre diver» 
échantillons de la même es{>ècc. 

(*•) FaAXK.v.xBF.iM , <tic Lehrcvondir page 3o6. 

XXXir^ Cahier, aa 
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au lieu d’ordonner les faces suivant les valeurs décroissantes de cette exjires- 
sion, nous pourrons les ranger suivant les valeurs croissantes de l'aire élé- 
mentaire S ighk), ou plutôt du carré de cette aire, afin d'éviter les radicaux 
du second degré. 

S’il existe dans ü{g/ik), ou dans S’ (gkk), des facteurs iiidé[>endants de 
g, h, k, nous pourrons les supprimer, sans troubler l’ordre suivant lequel se 
succèdent les formes cristallines. Nous désignerons donc par i {ghk) , ï’ {gkk) 
ce que deviennent les valeurs de S (g-/iA), S'{g/ik) débjirrassées de sem- 
blables facteurs, et après avoir remplacé, dans les équations (Gy) à (102), 
S, S’ par 1 , Z*, nous pourrons supprimer ou introduire dans leurs seconds 
membres un facteur quelconque, pourvu qu’il ne soit pas fonction des carac- 
téristiques. 

Nous allons maintenant appliquer les formules du § IX à chacun des qua- 
torze modes cristallins. 

Sjrstènie terquatemaire, mode hexaédral. 

Les trois axes quaternaires sont pris pour axes coordonnés; les |)aiH- 
mètres sont a, a, a. On a (formule 79) 

S’ {ghk) = {g* -)- /i* + k') S> (001), 
et, si l’on change S* en Z’, 

(io 3 ) l'(ghk)=g^-^ld-^k\ 

La deuxième colonne du Tableau n°I a été calculée sur cette fomuile. 

Système terquatemaire, mode octaédral. 

Ce mode dérive du précédent par le centrage des six faces du cube. 

Élevez au carré les équations (y 3 ) et (yi), changez-y S’ en Z’, rempla- 
cez Z’ (ghii) par sa valeur tirée de (io 3 ), et multipliez les seconds membres 
par 16; vous aurez 

(f > h,k= ^ = g' -h h' k^, 
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<^n peut réunir ces deux formules en une seule et écrire 

(104) l}(g,k=ij — g, X = a/' — = 
en sous-entendant que, dans le cas où les relations 

fl=2j — g, k=-if—g, 

n’auraient pas lieu, on les obtiendrait de force, en multipliant les trois carac- 
téristiques g, A, /• par le nombre 2. Sous cette réserve, l'équation (io 4 ) 
remplace, à elle seule, les deux précédentes : elle a servi à calculer la qua- 
trième colonne du Tableau n" I. 

Sj'stème tertfuaterriaiip, mode dotlccaédml. • 

(>e mode dérive du mode hexaédral, en centrant chacun des cubes de ce 
dernier en son centre de figure. 

Élevez au carré les équations (81) et (82), changez-y S“ en i’, remplacez 
{ghk) par sa valeur tirée de (io 3 ), et multipliez les seconds membres 
par 4; vous aurez 

(105) vJ (g, A, k = 2 y — g — A) = g-' -i- A* 

2;! (g. A, A = ay -H I — g — A) = 4 (g» -+- -f- A’). 

I.,a première de ces deux formules sulbt, si l’on sous-entend que, dans le cas 
(^ù la relation 

A= ay — g — A 

ne serait pas satisfaite, on la rétablirait en multipliant g. A, A par 2. I.a 
sixième colonne du Tableau n" I a été calculée au moyen de cette équation. 

Remarques sur le système terquater noire. — Dans le mode hexaédral, le 
cube <loit être la fornte dominante; après lui vient la forme )iio|«|ui 
représettte le dodécaèdre rhomboidal. Le sel gemme, le plomb sulfuré 
■ne paraissent appartenir au mode hexaédral. 

Dans le mode octaédral, c’est l’octaèdre j 1 1 1 1 qui domine; la forme cu- 
bique I looj doit aussi se présenter fréquemment. Le diamant, l’alun, le 
spinelle, plusieurs métaux natifs semblent dépendre du mode octaédral. Les 
piles de boulets offrent un exenqile de ce genre d'arrangen>ent. 

31 . 
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Dans le mode dodécaédral, la forme dominante est le dodécaèdre rhom- 
Itoidal t I lo j; la forme ocUiédrique n’occupe plus (pie le cinquième ranj;. 
J>cs grenats, la teiiiiantite doivent se rapporter au mode dodécm'-dral. 

Quelquefois le cristal a des clivages octaédriques, et cependant sa forme 
dominante est le cube; exenqiles, le bismuth et le spath fluor; ces substances 
me paraissent devoir être rangées parmi les substances octaédrales. 

Sjslèmc senaire. 

r.’axesénaire est pris pour axe des s; son paramètre est égal à d. Les axes 
binaires de première espèce OG, OH {Jig. 2) sont pris pour axes d(*s ,v et 
des j; 01 est l'axe auxiliaire auquel se rapporte la caractéristique addition- 
nelle : leurs paramètres sont n, a, a. La notation est à quatre caractéristiques. 
On a alors (formule 'jS), 

S’ ighik) = A’ i' -+- A’.2cot’ U)-i 2’(oi 10). 

Dans cette équation, changez S’ en 2’, supprimez le facteur i 2* (01 10), et 
posez, pour abréger, 

(106) 2 cot’ U = A; 
vous aurez 

( 1 07) 2 ’ (g/iili) = g-’ /i’ I* -f- P A. 

[<e Tableau n° II a été calculé sur cette formule. 

Pour les birhomboèdres de première espèce, on a 

X’A; 

pour les birhomboèdres de deuxième e.spèce, on a 

(g'érâiX) = 6g’-t- X’A. 

.\insi les formes parallèles de première espèce doivent l’emportersur celles 
de deuxième espèce, quant à leur aptitude à se produire dans l’acte de la 
cristallisation, et quant à leur tendance à résulter du clivage. On choisira 
donc les axes binaires de première espèce, de manière à ce (ju’ils soient 
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parallMes aux formes doniiiiuntes; celle remarque lèvera l'ninlii^uité relative 
à la direction que l'on doit donner aux axes de première et de deuxième 
espèces, dans l'intérieur du cristal. 

Parmi les formes obliquement placées par rapport à l’axe sénaire, la fonne 
dominante sera le birhomboèdre de première espèce jioi 1 j. 

f)n déterminera l'angle U, soit par une mesure directe, soit indirectenienl 
parla mesure de l’angle que forment entre elles deux faces de |ioi 1 1. 

On pourrait aussi déduire U, et par suite le rapport^» de la connaissance 

de l’angle que fait une face oblique quelconque (ghik) avec le plan normal à 
l’axe sénaire; car la formule ( 50 ), appliquée à ce cas, donne 


tang [(é'/uA), (0001)1 = ^ A.a ë ôi« Li ’ 


(io8) 


2 cot’ U = ^ 


-A*- 


cot’|(5''/(iA), (oooi)j. 


On adoptera d'une manière définitive le rapport-^) si l’ordre de prédo- 
minance théorique des diverses formes se trouve conforme à celui que l’ob- 
servation directe d’un grand nombre d’échantillons aura fait découvrir. 

•Fe citerai comme exemples : 

i“. léapatite qui, d’après les observations de M. Descloizeaux, fournit les 
valeurs n= 1 , r/ = 0,735, d’oii A= 2,78. 

I <es formes dominantes sont : 

I.e pri.sme hexaèdre de première espèce ) 1010 1 (2’ =■• 2,00) ; c’est paral- 
lèlement à ces faces qu’a lieu le principal clivage ; 

I -es troncatures terminales *0001 1 (2* = 2,78) ; faibles signes de clivage 
dans ce sens ; 

Le birhomboèdre de première espèce j 1 o 1 1 j (2’ = ^>78) ; 

Le prisme hexaèdre de deuxième espèce ji laoj (Z’ =(j,oo) ; 

IjC birhomboèdre de deuxième esjièce (1 1 ai j (Z’ = 8,78) ; 

Le birhomboèdre de première espèce 1 202 1 j (Z’ = 10,78) ; 

I-c birhomboèdre de première espèce j loi 2) (z’ = 1 3 , 1 2) ; 

Le prisme dodécaèdre j 2 1 3 o j (Z’ = t ;i,oo) ; ordinairement hémiédriipic; 
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Le didodécaèdre jai 3 ij (2’ = 16,78); hémiédrique ; 

Rarement le birhomboèdre de deuxième espèce [i i2aj(2’= 17,1a). 

Si une nouvelle forme venait à se montrer, on peut présumer que cette 
tiirme serait le birhomboèdre de première espèce j 3 o 3 i j. 

a". L’émeraude, pour laquelle on admet généralement a =■ i , d =■ \ , 
d'oii a = i,5o. Ces valeurs expliquent le clivage qu’offre l’émeraude pa- 
rallèlement à ses bases; mais la série des formes dominantes est plus exacte- 
ment représentée par le système d’équations 

a=i, </=o,5o, A = 6 , 00 ; 

les (ormes dominantes, rangées suivant les valeui-s de 2% sont alors | 1010 j, 
|oooij, jii2o|, [loiij, jiiaij, taoaij, |ai 3 o), série qui s’accorde 
assez exactement avec les rapports de fréquence qu'indique l’observation 
d’un grand nombre d’échantillons de cette espèce minérale. 

Ici les indices tirés du clivage ne sont pas complètement d’accord avec 
l'eux déduits de la structure extérieure; on peut toutefois espérer que l’am- 
biguité qui en résulte pourra être levée, dans un état plus avancé de nos 
connaissances cristallographiques. 

'{*. Le plomb phosphaté, le plomb arséniaté, la néphéline, la chlorite 
hexagonale. 

4”. liC cuivre sulfuré, le cadmium sulfuré. Os deux substances sont re- 
marquables par la [uédomiiiance des formes de première espèce, d’où résulte 
la coordination des faces en trois zones ayant pour axes les axes binaires de 
première espèce du système cristallin. Cette prédominance paraît devoir être 
attribuée à la jictitesse des valeurs de A. En effet : 

Dans le cadmium sulfuré, a = 1, r/=i,63, A = 0,065, 

2* t loi I j = 2,565, 2 ’ I 101 3 j = 2’ I loi 3 j = 7 , 085 , 

et pour le premier birhomboèdre de deuxième espèce, 2’ [ 1 121 | = 6,565. 

Dans le cuivre sulfuré, n = 1 , d — \ ,708, A = 0 , 5 1 4 . 

2’ I loi I j = 3,5i4, 2 ’ j 1012 j = 4i056, 2’ I ioi 3 1 = 6,626, 
et pour le premier birhomboèdre de deuxième espèce, 2 ’ I 1 1 2 1 j = 6 , 5 1 4 . 
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5 ”. ïiC quartz, l’un des minéraux dont la cristallisation offre le plus de 
particularités intéressantes, et que l’on a coutume de rapporter au système 
rhomboédrique. Malgré l’opinion dominante à cet égard, il me paraît pro- 
Iwlile que la symétrie de l’Assemblage moléculaire est séiiaire. Je reviendrai 
sur ce sujet en traitant de l’hémiédrie du quartz et des hémitropies aux- 
quelles elle donne lieu. 

6°. F.t probablement plusieurs autres substances que l'on range dans le 
système rhomboédrique, mais qui ne paraissent rhomboédriques que par un 
effet d’iiémiédric. 


Système (fuatemaire, mode hexaddral. 

I/axe quaternaire est pris pour axe des s; son paramètre est égal »d. F, es 
axes binaires de première espèce sont pris pour axes des x et des y\ leurs 
paramètres sont a, a. Dans la formule {76), cliangez S’ en ï’, divisez le 
second membre par 1 ' (100), et posez, pour abréger, 

{ 1 09) cot* U = A; 

vous aurez 

(iio) 1 ' (gfik) = -h P ?!.. 

moitié supérieure du Tableau n“ III a été calculée sur cette formule. 

I,es birliomboèdres du système sénaire sont ici remplacés par des octaèdres 
qui peuvent être de première espèce, si leurs faces sont parallèles aux axes 
binaires de première espèce, ou de deuxième espèce, si elles sont parallèles 
aux axes de deuxième espèce. 

I,e symbole général des octaèdres de première espèce est jg’oA'l; le 
prisme { 1 j en est un cas particulier. 

Le symbole général des octaèdres de deuxième espèce est | ggk ] ; le 
prisme 1 1 1 o | en est un cas particulier. 

Pour les octaèdres de première espèce, on aura donc 

(gok) = g* P y, 

et pour les octaèdres de deuxième espèce, 

ies^) = 2 g-’ -f- A’ A. 
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Ainsi les formes de première espèce sont les formes dominantes; cette circon- 
stance servira à fixer la position des axes liinaires de première espère. 

Panni les formes obliquement placées, j»ar rapport à l’axe quaternaire, la 
Idrme dominante sera l'octaèdre j i () i j. 

( )n déterminera par une mesure directe, ou indirectement jiar la mesure «le 
l'anple que forment entre elles deux faces de | loi l'inclinaison IJ de la 
face (loi) sur la face (ooi). 

(Connaissant IJ, on aura facilement le rapport 

l/idocrase, le mésotype, le plomli molybdaté me paraissent appartenir an 
mode liexaéilral. * 


Sjstèine quaternaire, mode oclaédrat. 

Ce mode dérive du précédent par le centraj'C des prismes droits en leur 
«entre «le fi;;ure. 

Klevez au «-arré les «'-quations (8i) et (82), cliangez-y S’ en 2", remplacez 
1 ' {g/ik) par sa valeur tirée de (1 10), et multipliez les seconds membres 
par 4; vous aurez 

(i 1 1) X!{g, h, k = 2 j — g—/,) = g^ -+- //• -t- k‘ A, 

(fS k, k = 2 j -h X — g — fl) = fi (g' -h /«’ ■+■ P A). 

lia premièi-e de ces deux formules peut remplacer la seconde, si l'on sous- 
entend que, dans le cas où la relation 

k = 7 .j—g — h 

n’aurait p.as lieu , on l’établirait en doublant les trois caractéristiques g, ft, k. 
La moitié inférieure du Tableau n” III a été calculée sur la f«)rmiile (1 1 1). 
Dans les formes prismatiques parallèles à l’axe principal , c’est le prisme 
de deuxième espèce 1 iio| qui doit dominer: au contraire, pîtrmi les 
fonues inclinées à l’axe quaternaire, c’est l’octaèdre de première espè«’c 
} loi I «pii sera la forme principale. On voit que dans le mode octaédral, la 
combinaison dominante sera le prisme ! i 1 o | terminé par les pointements 
octaédriques j loi j qui alterneront avec les fac«'s du prisme. Dans le mode 
liexaédral, au contraire, la combinaison dominante sera le prisme droit ! io«); 
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imini de scs bases |ooi j. Cette circonstance pourra servir à distinguer les 
deux modes l’iin de l'autre. 

Si l’on adopte le mode octaédral, les axes binaires de première espèce 
ilevront être placés parallèlement aux faces de l’octaèdre } loi |. 

Si, le cristal étant rapporté à ses axes binaires de première espèce, on veut 
le rapporter à ses axes binaires de deuxième espèce, ou vice versa, si l’on 
veut passer des axes de deuxième espèce aux axes de première espère, on 
changera les notations des faces en remplaçant {ghk) par (g' -+-/<, g — h, k). 

Dans le mode octaédral rapporté à ses axes binaires de première espèce, 
les formes à somme algébrique des caractéristiques divisible par 2 sont plus 
fréquentes que les formes à somme impaire; c’est l’inverse dans le mode 
hexaédral. 

fj’apopliyllite, le rutile, le zircon me paraissent devoir être rangés parmi 
les cristaux du mode quaternaire octaédral. 

Système ternaire. 

L’axe ternaire est pris pour axe des s; son paramètre est égal à d. Les 
axes binaires OG, OH, 01 {Jig. 2) sont pris pour axe des x, pour axe des )• 
et pour axe auxiliaire; leurs paramètres sont a, a, a. La notation est à quatre 
caractéristicpies . 

Dans le système ternaire, il ne peut y avoir aucun doute sur la position 
des trois axes coordonnés du plan des xy, attendu qu’il n’y a point d’axes 
binaires de deuxième espèce : les intersections des trois plans de symétrie 
avec le plan des.ej les remplacent. I,a symétrie extérieure du cristal indiquera 
toujours sans ambiguité comment sont placés les axes binaires, comment sont 
placés les plans de symétrie. 

Un .'Vssemblage ternaire peut être considéré comme dérivant d’un .Assem- 
blage sénaire trois fois moins riehe en Sommets (Mémoire sur les Systèmes 
de points, page y 3 ). De cet Assemblage sénaire faisons naître un .Assemblage 
à forme rhomboédrique directe, c’est-à-dire dont le rhomboèdre générateur 
ait pour symbole} oi 1 1 alors, rétablissons dans les équations (gb) et (97) 
la caractéristique i, élevons-les au carré, ehangeons-y S’ en î’, rempla- 
<;ons ï'(ghik) par sa valeur tirée de ( 107), et enfin multiplions les seconds 
XX.rin Cahier. a3 
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membres jiar 9 ; nous aurons 

(lia) 2 ,’ (f, b = 3 y — -H A) = s' - 4 - /*’ +- i' -+■ 

:::* (g-, b = 3 y ± 1 — g + /t) = 9 (g’ A’ -+- /’ -f- a). 

La première de ces équations comprend la seconde comme cas particulier, 
si l’on sous-entend que, dans le cas où la relation /• = 3 y — g -H n'aurait 
pas lieu, on l’établirait en multipliant par 3 les quatre caractéristiques g, A, 
/, k. 

I,a moitié supérieure «lu Tableau n“ IV a été calculée d'après l’équa- 
tion (lia), qui suj)pose que la face (0111) appartient au rhomboèdre 
générateur de l’Assemblage. 

Mais si r.\ssemblage ternaire était de forme rliumboédriquc inverse, 
c’*;st-à-dire si la Ibrme j 101 1 1 représentait le rhomboèdre générateur, on 
aurait nîcours aux é«]uations {98) et {99), d'où l'on déduirait facilement 

(1 1 3 ) 2;. (g, A, i, k = 3 y -t- g — h) = g’ -t- A’ 4- -+- A’ A. 

La moitié inférieure du Tableau n" IV est calculée sur cette formule. 

Pour l’intelligence du Tableau n" IV, il convient de se rappeler la remartpie 
déjà faite à la page la-i (ligne 3 ), d’après laipielle il est toujours permis de 
supposer, dans le symbole j §■/«/■ | de la forme cristalline, que les deux premières 
caractéristiques g, h sont positives, ainsi «jue la dernière A; alors, avec les 
caractéristiques g. A, t, k on ne peut obtenir que les deux formes distinctes 
IgArAj, |Ag/A(, et même ces deux formes se confondent en une .seule, 1° si 
l’on a A = g, a" si l’on a A = o. 

Parmi les formes oblitjuement placées par rapport à l’axe sénaire, la forme 
dominante est le rhomboèdre générateur de l’Assemblage. Presque tou- 
jours cette forme bien développée caractérise le système ternaire. Lors- 
qu’elle aura été reconnue tians le cristal soumis à notre examen, nous 
prendrons arbitrairement l’un des trois axes binaires pour axe des x, et 
nous placerons le cristal de sorte que son axe ternaire soit vertical, le demi- 
axe des X positives étant dirigé de la gauche à la droite, et celle des trois 
faces du pointement supérieur qui est parallèle à l’axe des x étant tournée 
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vers le spectateur; cette face recevra la notatinn (oi 1 1), et fixera la posi- 
tion du deini-axe des y positives, conformément aux conventions de la 
page lU-i. 

Si l’on ne prenait pas les précautions que je viens d’indiquer, on pour- 
rait tomber sur la forme rhomboédriquc inverse; mais je siq>poserai 
toujours que le cristal est ainsi placé, que la face (oi i i) appartienne au 
rhomboèdre générateur, et soit orientée d'après les conventions pré- 
cédentes. 

On déterminera, soit par une mesure directe, soit indirectement, l’incli- 
naison U de la face (oui) sur la face (oooi), et l’on aura, comme dans le 
système sénaire, 

A = acot’ ü = 

f)n vériliera cette valeur de A par d’autres mesures gonioniétriques, et au 
moyen de la formule (io8) mise sous la forme 

tang’ (igA/X-, oooO 

Les trois fonnes riominantes du système ternaire sont joooi ;, |oi i i j, 

1 1 lao!. 

Lorstpie A est compris entre o et 0,2 5 , les faces j 0001 1 sont celles de den- 
sité iiiaxinium, et c’est normalement à l’axe ternaire que le clivage doit avoir 
lieu. (Je cas se présente pour tous les rhomboèdres dont l'angle dièdre prin- 
cipal est compris entre o" et 70“ 3 a', c’est-à-dire pour les rhomboèdres 
plus aigus que le tétraèdre régulier, par exemple pour le rhomboèdre de la 
craitonite. 

Loreque A est compris entre o,a 5 et .J, les faces de densité ma.ximum 
sont les faces du rhomboèdre générateur, et c’est parallèlement à ces faces 
que le clivage doit avoir lieu. Ce cas se présente pour tous les rhomboèdres 
dont l’angle dièdre principal est compris entre 70” 3 a' et 1 ao°, c’est-à-dire 
pour les rhomboèdres à sommets principaux moins aigus que ceux du 
tétraèdre régulier, et moins obtus que les angles trièdres du dodécaèdre 
rhomboidal, c’est-à-dire pour la grande majorité des cristaux rhomboédri- 

33. 
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<]ues connus. Aussi, dans le système ternaire, le clivage principal donne-t-il 
|)rcsque toujours un noyau rliomlmédrique. 

Kniùi, lorsque l’on a A > Pt q'*P le rhomboèdre générateur est plus 
obtus que celui de lao degrés (tourmaline par exemple), la forme domi- 
nante est le prisme hexaèdre de deuxième espèce J 1 1 aoj (prisme tangent aux 
arêtes latérales du rhomboèdre); mais comme cette forme est ouverte, elle 
n’exclut pas la forme toi 1 1 j. Il en serait de même dans le cas de A < o,a'j; 
la forme joooi |, étant une forme ouverte, n’exclurait pas joi i 1 1; de sorte 
rpie l’on peut dire, en thèse générale, que « dans tout cristal ternaire, les 
« faces du rhomboèdre générateur doivent théoriijnemenl faire partie du sys- 
« tème général des faces efféctives du cristal. » 

l.e système ternaire, à cause de la facilité avec laquelle il laisse déterminer 
va forme jirimitive, est très-favorable à la recherche des rapports qui existent 
entre la densité réticulaire des faces et leur tendance à limiter extérieure- 
ment le cristal . 

.Si l’on avait pris, avec M. Miller, les trois arêtes du rhomboèdre généra- 
teur pour axes coordonnés, on trouverait facilement, par les méthodes de 
transfonnation de la page i a 3 , la formule suivante, 

( 1 . 4 ) 2 ’ {ghk) = (A- _ 4 )« + ( ^ - A-)« -h (/. - gy (^r h ^ uy A. 

Le 'Fableau n“ V est construit sut celte dernière formule. 

Abaques des systèmes sénuire, quaternaire et ternaire. — Dans ces trois 
systèmes cristallins, la densité réticulaire d’une face {{^hk) ou (gbik) dépend 
de la seule indéterminée A, que l’on pourrait appeler le module du système, 
et l’on a 

t' {ghk ou ghik) = F -t- / a, 

F et /'étant des fonctions entières des caractéristiques numériques g, h, i, k. 
Si donc l’on trace sur un plan { fig. 7) une série de droites dont les équa- 
tions en coordonnées linéaires v, A soient 

t/ = F -I-/A, 

V = F' -H,/' A, 

U = F" -+- A, etc. , 
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(F, y), (F', y'), (F*, y") étant les différents systèmes de valeurs que 
fournit, pour les diverses formes cristallines, réquation 

ou ghik ) = F -t-yA, 

et si l’on affecte à chacune de ces droites la notation de la forme cristalline 
eorri-spondante, on aura construit un almque du mode cristallin considéré. 

lia Jig. 7 représente un pareil abaque pour le système sénaire, et l'on 
pourrait en construire d'analogues pour le mode quaternaire hexaédral, poul- 
ie mode quaternaire octacdral et pour le système ternaire. 

L’usage de cet abaque est le suivant: soient A„, A,, A,,. . ., les valeurs 
particulières du module A pour les diverses espèces minérales K„, K,, K,,..., 
du système sénaire. Parallèlement à l'axe des ordonnées v, trace-/, les droites 

A A = A, , A A,* • . . . 

Pour l'espèce minérale E,, la manière dont se succèdent les intersections de 
la droite A = A, avec chacune des droites reprt^ntatives des formes \gf(ik\ 
fera connaître l'ordre théorique de la fréquence relative de ces formes et 
celui de leur facilité au clivage. Il en sera de même pour les autres esptxes 
minérales du même système. On a tracé, en effet, sur l’abaque les lignes 
verticales correspondant à un certain nombre de ces espèces. 

Système, terbinaire, mode hexaédral rectangle. 

Les trois axes binaires, complètement déterminés de position par la 
symétrie extérieure du cristal, sont pris pour axes des .r, des v et des r; 
les trois paramètres sont a, A et d\ l’axe des z continue à être placé- verti- 
calement. 

On a alors, en faisant, pour abréger, dans la formule {74)1 
( 1 1 5 ) tang’ U = P = A, tang’ V = ^’ = a', 

S’ (ghk) = {g^ a' -(-/(’ a -t- X-’) S‘ {00 1 ). 

Dans cette équation, changez S' en 2 ’, divisez le second membre pur 
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I’(ooi); il viendra 
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2 » ) = 

I«T première partie du Tableau n" ^ I est calculée d’aprè.s cette luriiiule. 

Pour détenniiier A et a', on examinera les formes dominantes appartenant 
à la zone dont l'expression générale est }o/(A j, ainsi que les formes domi- 
nantes des zones dont l’expression générale est îg’oA-j ou i^'^'o!. 

Dans la zoile |o/iAj, après les formes joioj et jooi |, vient la forme ;oi i 
(jui pourra servir à déterminer le rapport b : d. 

On traitera de même les zones jg'oAj et \gbo\. Les trois rapports h-.d, 
n ; d, a : h, devront satisfaire à l’équation de condition, 

ha a 

Parmi les formes fermées, la plus fréquente doit être la forme jii lî; on 
peut aussi l’employer à la détermination des rapports des paramètres. 

I.a forme de plus facile clivage devra être 1 1 ooj, joio| ou |ooi j. 

I,a bournonitc, le péridot, paraissent appartenir à ce mode, l’ini des moins 
riebes de ce système cristallin. 

Sj'stéme terbinaire, mode hexaédral rhombique. 

Ce mode dérive du précédent, par le centrage des liases rectangulaires des 
prismes droits qui composent r.\s.semblage liexaédral. 

Élevez au carré les équations (83) et (8 î), cbangez-y S" en 2’, remplacez 
2’ (ghk) par sa valeur tirée de (i i6), et multipliez les seconds membres 
|)ar 4 ; vous aurez 

(I 17 ) 2 ^'g’, A = ay — g, Ai = ^'’A'-+-/i’A-t- X’, 

2^ I g', A = 2 / -t- I — i = 4 (f,'’ A'-h A’ A -t- A'). 

ijH première de ces deux formules embrasse la seconde, si l'on sous-entend 

que, dans le cas où la relation 

/• = y — g 

ne serait pas satisfaite, on devrait multiplier g, A, A par le nombre 2 . 
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[«1 formule (i 17) a servi à calculer la deuxième partie du Tableau n° VI. 

Les formes dominantes sont, en générsd, jooil et ji io|; leur combinai- 
son donne un cristal en forme de prisme droit ayant pour base un rhombe 
semblable à la base du prisme générateur. 

Lorsque les formes jooi j, j i loj .se combinent avec celle des tleiix formes 
[looj, loio| dont l’aire élémentaire est la plus petite, c’est-à-dire avec la 
forme parallèle à la petite diagonale du rliombe de la base, la combinaison 
donne un prisme à six faces latérales, ayant pour base sur le plan des .rj" 
l’hexagone .ABB'A'C'C de la fig. 6. Si f angle C.\B diffère [jeu de lao de- 
grés, ce [jrisme aura l’apparence du [jrisme hexaèdre régulier du système 
sénaire. Plusieurs substances minérales présentent assez fréquemment celte 
disposition. 

La topaze, la cimophane me paraissent devoir appartenir à ce mode, l'un 
des plus riches en espèces minéi'ales parmi les quatre modes que renferme 
le système tcrbinaire. 

J’ai siqjposé que l’on avait centré les faces parallèles au plan des xy. 
Si le centrage avait porté sur les faces parallèles aux xz ou aux yz, on 
aurait eu 

(' J 8) I g, h, k = %j — g\^g'>! -y /<’ A-t- k\ 

("9) -AU'- k = = a' -(- /P A-f- /L 

I.,e [jliis souvent la structure extérieure dénotera sur lequel des trois plans 
doit être placée la Ixise rhombe. 

Dans le d«utc, après avoir attribué à a, b, d leurs valeurs supposées, 
et affecté à chaque face sa notation symbolique, on séparera la série des 
formes observées en deux groupes, de trois manières différentes: 1“ en 
coupant la série en deux, d’après les valeurs [laire ou impaire de g-\-h\ 
a® en coupant la série, d'après les valeurs paire ou impaire de g->rk\ 
3 ® en coupant la série, d’après les valeurs paire ou imjjaire de A -H k. 
La coupe qui séparera la série en deux groupes les [dus inégaux possibles 
avec prédominance des formes à sommes paires indiquera sur lequel des 
trois [jlans coordonnés doit être placée la base rhombe de la forme pri- 
mitive. 
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Sjrslème icrbinaire, mode octacdral rectangle. 

O mode dérive du mode hexaédral rectangle par le centrage des prismes 
droits rectangulaires en leur centre de figure. 

Klevez au carré les équations (8i) et (8a), eliangez-y S’ en 2 ’, remplacez 
i’ {ghk) par sa valeur déduite de (i iG), et multipliez les seconds membres 
par 4; vous aurez, comme dans le cas du mode quaternaire octaédral, 

( I I y) i’ i g. II, k = y — g — h\ = g’ h' /<» A -4- 

il est sous-entendu que, si la somme g' -4- /t k était impaire, on devrait 
multiplier g, h et k par le nombre a. 

On a cali'ulé, d’après cette formule, la troisième partie du Tableau n° VI, 

liCs formes j i io|, j loi 1, joi i i sont les formes dominantes du mode 
octaédral rectangle. 

f^a combinaison de deux de ces formes suffit pour clore le cristal sous 
la figun* d’un octaèdre droit à base rectangle, ce qui parait être l’aspect le 
plus habituel des cristaux peu chargés de faces de ce mode cristallin. 

Si les trois formes coexistaient, il se produirait un dodécaèdre rhomboidal, 
analogue au dodécaèdre rhomboidal du système terquaternaire, mais avec 
faces inégalement inclinées sur les axes. 

Assez souvent celle des trois formes j i lo*, | loi {, joi i j, qui est paral- 
lèle à l’axe de paramètre maximum, se trouve exclue de la combinaison, 
et remplacée parcelle des trois formes | ioo|, joioi, jooijqui est normale 
à cet axe; d’où résulte un octaèdre à base rectangulaire, tronqué parallèle- 
ment à cette base. 

\insi, dans le cuivre chloruré, où l’on a 

0 = 1, /.> = o,883, d=\,3iy, 

le cristal est souvent une combinaison des trois formes | loi ', joi 1 1, jooi j, 
qui sont, avec | 1 1 o j, les formes les plus fréquentes de celte espèce minérale. 

Outre le cuivre chloruré, on doit citer comme appartenant à ce mode, le 
cuivre phosphaté, le cuivre arséniaté octaédral, et peut-é’tre aussi l’arrago- 
iiite. 
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Sjstème turbinaire, huhU oclaéJral rhoinbique. 

Cl' tleruier mode du système terbinaire dérive du mode hexaédral à base 
rectangle, par le centrage des six faces de scs prismes générateurs. 

On traitera les équations (g 3 ) et (9,4) de la même manière que lorsqu’il 
s’est agi du mode terquaternaire octaédral ; on remplacera 2 ’ ( ghfc ) par sa 
valeur tirée de l’équation (1 16), et, après avoir multiplié les seconds mem- 
bres par 1 6, on trouvera 

(120) l}{g,h = ij — g, X =a/— = 

Dans le cas oti l’une quelconque des deux équations de condition 
h:^ij — g, k = -ij'—g, 

ne serait pas satisfaite, un multiplierait g, h et k par le nombre a. 

On trouvera les aires des parallélogrammes générateurs des principales 
Ibrmes de ce mode inscrites dans le dernier quadrant du 'Fableau n“ VI; elles 
sont calculées par la formule (120). 

I.a» forme dominante est 1 1 1 1 |; elle peut à elle seule clore le cristal, et lui 
donner la forme d'un octaèdre droit à base rhombe, quel que soit celui des 
trois axes que l’on place dans la position verticale. 

(ict octaèdre pourra être tronqué sur 2, 4 ou 6 de scs sommets par les 
formes j 100 j, }oioj, jooi j. Lorsqu’il existera quatre troncatures pareilles, 
et que les laces de troncature .se rencontreront, le cristal offrira l’aspect d’un 
prisme rectangulaire surmonté par des pointements à quatre faces qui altei-- 
neront avec les faces du prisme. 

r.>a forme | > 1 1 1 suffit à la détermination des rapports des paramètres 
rt, b, d. 

Le soufre natif, le silicate de magnésie hydraté (villarsite de .M. Dufrénoy), 
la fluélitc et la scorodite (*) paraissent appartenir à ce mode cristallin. 


Kn adoptant pour les paramètres des axes de la scorodite les valeurs 
a=rl, &=: 0,869, 0,958, 

on trouve pour ses principales formes les symboles { 1 1 1 j j | ji |oio|, ji lo j, 1 2 io j, |o 2 i | ri 
1 1 ta I ; ces formes sont rangées suivant Tordre de leurs densités réticulaires décroissantes. 

XXXff* Cahier, i4 
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Système binaire, moile hexaédral. 

fi’axe binaire est pris pour axe des z et placé verticalement; son para- 
mètre est égal à d. Les deux Rangées conjuguées OG, OH {Jig. i), parallèles 
à deux des côtés du triangle principal OGI' du Réseau normal à l’axe 
binaire, sont prises pour axes des x et des r» et sont assemblées entre elles 
de manière à former un angle obtus ; la Rangée diagonale OI est prise pour 
axe auxiliaire; les paramètres de ces axes sont 

<i = OG, ô = OH, c=01, 

et satisfont aux conditions exprimées par la_ formule (ao). I,es notations 
sont à quatre caractéristiques. On a alors, en posant dans l’équation (71) 

(lai) lang’U = A, tang’ V = a', tang'W^A*, 

(1 aa) S’ {ghUi) = ( — /«a — a' — gh}^ -f- A’) S’ (0001) ; 

changeant S’ en 2’ et supprimant le facteur 2’ (0001), on trouve 
(ia3) 2’ — gt^' — g^'èi" ■+- A’ : 

les nombres A, a', a" sont assujettis à l'inégalité A < a' < a". 

On comnieucera par la détermination des rap|)orts des trois paramètres 
a, b, c. Pour cela, on observera les formes dominantes dans la zone verti- 
cale dont le symbole général est \ghio et qui a l’axe binaiie du système 
pour son axe de zone. 

(ies formes peuvent se diviser en trois groupes : 
i". Les formes j 01 10 ), j 1010 {, j 1 100 {; 
a°. Les formes | a 1 1 o |, j i a 1 o }, | 1 1 ao !; 

3”. Les formes de position indéterminée |g-/(foj. 

On aura 

2 ’joiioj = A, 2 ’jioioj = A', 2 ’ j 1 100 I = a", 

2’ja7roj = — X-i-al'-t-aV', 2* j laio} = ai- X' + a).", 2* 1 1 lâo j = a X -t- ai — 1"; 

il importe de remarquer que A, a', A"^sont proportionnels à OG , OU , OI 
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(fig. i). Pt, comme le triangle OGl' est le triangle principal du Réseau, on a 

A < a' -t- a", a' < a -I- a", a* < a -h a'. 

Ainsi les trois formes j loio j, j i loo [, j oi lo j sont les formes dominantes 
de la zone. De leur combinaison résulte un prisme hexaèdre irrégulier, 
parallèle à l’axe binaire. Les suppléments des angles dièdres des faces con- 
tiguës deux à deux sont les angles O, G, 1' du triangle principal CXîl'; les 
rapports de leurs sinus donneront les rapports des paramètres 

a : b : c. 

Après avoir résolu cette première partie du problème, il faudra chercher 
le paramètre rf; pour cela, on observera les pointeinents ou biseaux qui ter- 
minent le cristal vers chacune des extrémités de l'axe binaire. Les formes 
dominantes seront encore ici des fonnes parallèles aux axes coordonnés, et 
ayant pour symboles \obbl, \, Ig-^o^j. Les principales seront 

j 01 I I !, I lOI I i, 1 1 loi I ; dans le cas où ces trois formes sont librement 

développées, elles forment vers chacun des deux sommets du crisUal un 

pointement à six faces surmontant le prisme hexaèdre irrégulier joiio;, 
; loio I, j I ioo|. 

Après avoir mesuré rinelinaison de ees faces sur ) oooi | qui est la base 
supérieure du cristal, on déterminera d au moyen de la formule (49)* 

Je prendrai comme exemple l’cpidote, décrit dans le tome III de la Miné- 
ralogie de M. Üufrénoy et figuré à la PI. CIAl , fig. 54, de l’Atlas de cet 
ouvrage. 

La face M est la face de symbole (oi lo), parallèle à l’axe des ,c; 

La face g' est la face ( i o i o) , parallèle à l'axe des y, 

I.a face T est la face (i loo), parallèle à l'axe auxiliaire. 

L’observation donne 

Inclinaison de T sur g' = i ay" 3y', 

Inclinaison de T sur M = 1 1 5" 4 ' \ 

Inclinaison de M sur g' = 1 1 4° 4<>^- 

Suivant la méthode exposée à la pagç i45, prenons pour unité le dia- 
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mètre du cercle circonscrit au triangle principal du Réseau du plan z = o : 
alors a, b, c seront égaux aux sinus des angles opposés, et nous aurons 

« = sin 1 29°39' = 0,7700, 

A = sin 1 =o>9o*a, 
c = sin I i 4 “ 4 o' = 0,9087, 

S(oooi) = aésin (a:, y) = abc = o,63oC. 

Nous aurons ensuite 

face P (figure citée) = (0001), 

face c' = (01 1 1), c* sur P = U = i48°37', 

face e' = ( 1 0 1 1 ), e' sur P = V = 1 45 * 6', 

fece = ( 1 101 ), ft'surP = \V= i 45 * 3 '. 

Nous en conclurons, par les formules (45) et ( 49 ), 

d = — abc " = o, 5 oo, 

a 

d= — abc = 0 , 488 , 
d= — abc — = 0,485, 

C 

et, en prenant la moyenne arithmétique de ces valeurs, 

(/= 0,491. 

« 

Rn déterminant alors A, A', A* par les formules (121), nous trouverons 

A = 0, 35 g, a'= 0,492, a"'=o, 5 oi. 

Si l’on calcule avec ces nombres et la formule (1 a 3 ) les aires des parallé- 
logrammes générateurs des formes que produit la cristallisation de l'épidote, 
si l'on range ces formes d'après les valeurs croissante de ces aire, et si l’on 
compare la série ainsi obtenue avec celle qui exprime leur fréquence rela- 
tive, on trouvera une concordance très-satisfaisante entre ce deux série. 
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Sj'stème binaire , mode octacdral. 

Ce mode dérive du précédent (*) en centrant les rectangles des liices 
parallèles à la forme (oi io|, ou à la forme jioioj, ou à la forme |t looj. 
l/axe binaire est pris pour axe des z. Nous avons, sur le plan des .rj, trois 
axes coordonnés, l’axe des x, l’axe des j et l’axe auxiliaire, prolongement 
de la résultante géométricjue des deux autres axes. 

Je supposerai que l’on ait centré les faces parallèles aux xz. 

Dans l’équation (86), changez S’ en 2’, ajoutez la quatrième caractéris- 
tique t, remplacez 2* {ghik) par sa valeur tirée de l’équation (laS), enfin 
multipliez le second membre par 4; vous aurez 

(ia4) l\.(g, h, i, k = ^j—g) = — hiX — gi>: — gh>r + k\ 

Dans le cas où la relation 

y — 8 

n’aurait pas lieu, on multiplierait g, h, i, k par le nombre a, et cette con- 
vention dispenserait de recourir à l’éqtiation (85). 

Si l’on avait centré les faces verticales parallèles au plan des jz, on au- 
rait eu de même 

(i a5) 2_J, (g, /t, I, k = ij — h) = — /i/A — gi?\ — gh )^ /•’. 

Enfin, si l’on avait centré les faces verticales parallèles à l’axe auxiliaire, 
en appelant toujours t (voyez page 1 19) les ordonnées parallèles à cet axe, 
on aurait eu 

( I afi) 2’, (g, k, i, k = — i) = — hi A — gi a' — gh a" -t- A’. 

^lais revenons à l’équation (i a4) et au cas d’un centrage parallèle aux xz. 
Dans la zone verticale des faces désignées par le symbole \gftio j où les carac- 
téristiques A et i sont considérées comme variables, on a 

2 ’joiioj = A, 2’ ! 1010 j = 4 a', 2 ’ t i 100 j = 4 a", 

2 ’jatio| = — AH- 3A'-(-2A*', 

2’ j lIâot = 8A-^8A' — 4 a’, 2V| i2ioj = 8 a— 4a'-+-8a\ 

(*) Memoirr sur les Systèmes de points, page 97. 
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Dans la .série d«?s formes normales ou obliques à l’axe binaire, et pour 
lesquelles la caractéristique k est égale à i , on a 

; 0001 j = 4, 

I loi I ! = / -H I , I’ I I loi I = 1 , 

ï’;onii = 4 A-+- 1, 

i’îiiai! = aA-t-aA' — A* -1-1, i’(iaiil=aA — a'-i-‘aA"-^i, 

i’ ; a I 1 1 1 = — 4 ^ +- 8 a' 8a* + 4 - 

(In voit que le cristal sera une combinaison de la forme verticale j 01 10 1 
avec les formes obliques j loi i j, j 1 101 1; que la forme verticale j ai 10 | 
iiaiti’a sur l’ai'ète qui sépare les faces (1010), (1100) et tendra à les faire 
disparaître; enfin, que les formes dominantes dans les jiointements qui ter- 
mineront les deux extrémités de l’axe des z seront en général alternes avec les 
formes qui tlomineront dans la zone parallèle à l’axe binaire. Cette alternance 
produira tout autour de l’axe binaire des endentements de faces, et des arêtes 
de rencontre obliques au plan de syTiiétrie du cristal, tandis que, dans le 
mode liexaédral, les arêtes de rencontre sont ordinairement parallèles an 
plan fie symétrie et par eonsf’quent horizontales; c’est là un des meilleuis 
caractères pour reconnaître, sauvent à première vue et avant tout calcul, 
auquel des deux modes du système binaire appartient le cristal. 

I.e cristal le plus .simple |>ossible est celui produit par la combinaison de 
|oi loi avec celle îles deux formes j loi 1 |, } i 101 î dont l’aire du parallé- 
logramme générateur est la plus petite, soit la forme | toi 1 |; c’est un prisme 
dont l’axe géométrique est horizontal, qui a pour bases deux rhombes verti- 
caux, et pour faces latérales ipiatre parallélogrammes parallèles au côté 
moyen du triangle principal du Réseau du plan des xy. ( hi y reconnaît 
facilement le prisme rhomlroïdal oblique des minéralogistes, placé dans une 
position qui difR-re de 90 degrés de celle qu’on lui assigne habituellement. 

L’ordre de prédominance des lormes ne sera plus le même, si l'on centiv les 
liices (i 100) parallèles à l’axe auxiliaire. On a alors, en se bornant aux 


Digitized by Google 


ÉTUDES CRISTALr.Or.BAPHIQlîES. I9I 

formes les plus simples, 

2’(oiÏo) = 4a, 2’ (ioio) = 4a', 2’(rioo) =a", 

2’ (1 l 20) = 2 A + 2A' — A*, 

2’ (0001 ) = 4 ) 

2 ’ (oïl l) = A -i- 1 , 2 ’ (loi l) = A'h- I, 2 ’ (l loi) = 4 a" - 4 - 4 - 

Les formes joi 1 1 1 , j loi i j et j i loo | tendent à prédominer et à figurer 
im octaèdre droit ayant pour base un parallélogramme dont les deux angles 
aigus seront coupés par des plans normaux à cette base, cl |>arallèles à 
la petite diagonale du parallélogramme ; il pouira même arriver que l’octaèdre 
se présente sans aucune troncature latérale. 

Enfin, dans le cas où l’on centrerait les rectangles des faces (loio) paral- 
lèles à l’axe des y, c’est-à-dire, à l’axe de jjaramètre moyen sur le plan des 
xy, on obtiendrait les valeurs suivantes : 

2 ’ (01 10) = 4^1 2 ’{ioio) = A', 2 ’ (i ioo) = 4 a", 

2 ’ (1210) = 2 A — a' -+- 2A", 

2 ’ (0001 ) = 4 , 

2 ’ (01 1 1 ) = A -I- 1 , 2 ’ (101 1) = 4 a' 4 - 4 ) 2 ’ ( 1 101 ) = a" 4 - I : 

dans ce cas, l’aspect extérieur se rapprochera soit de celui des cristaux où le 
prisme rhomboidal oblique domine, soit de celui des cristaux dans lequel c’est 
l’octaèdre droit à base parallélogrammique, selon que la valeur de a' sera 
plus rapprochée de celle de A, ou de celle de x". 

IjCs paramètres a, b, c, d se détermineront de même que dans h^s cristaux 
du mode hexaédral, comme si deux des quatre faces latérales du parallélipi- 
pède générateur n’avaient point été centrées. 

Les espèces cristallines que je crois pouvoir signaler à l’attention des 
minéralogistes comme devant se rapporter au mode binaire octaédral sont 
l'orthose, la chaux sulfatée, l'amphibole, l’euclase, etc. L’ampliibole et 
l’euclase paraissent offrir les indices du centrage sur le plan (iioo);j’ai 
expliqué dans mon Mémoire sur les Systèmes de points que ce cas a lieu 
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lorsque le Réseau (iu plan s = i se projett«- sur les milieux des jjaramètres 
Idniiant les grands côtés des triangles principaux du Réseau du plan z = o. 

Système asymétrique. 

Il est diflicile, à cause du grand nombre des paramètres, d’obtenir une 
détermination bien certaine de la forme priinilive. 

On clioisii-a les quatre faces non parallèles qu’indique soit le clivage, soit 
une plus grande fréquence 'relative, et on les considérera comme iiu'iiiant le 
tétraèdre princi|jal de l’Assemblage formé par les molécules du cristal, ou 
du moins run de ses tétraèdres élémentaires les plus simples. 

* Des quatre laces qui forment ce tétraèdre, les trois qui embrassent entre ' 
elles l'angle solide le moins aigu, c'est-à-dire celui où la somme des angles 
ilièdres est la j)lus grande, recevront les symboles (ooi), (oio), (loo), et la 
quatrième, le symbole (i i i). Aloisi on déterminera facilement les (>aramètres 
du système au moyen des six angles dièdres de ces laces. On aura, en elTel. 

« = ((OIO), (OOl)), » = ((OOI), (lOO)), -ST = ((oio), (loo)), 

et si l'on |•eprésente par y,, 0, les angles 

((“«fTo""))' ((*"). (("'Moo0)> 

il sera facile de passer des angles dièdres aux angles plans par les règles ch- 
ia frigononu’trie spbéricjue, et de déduire de ces derniers le rapport a : h : d. 

Toutc-s les fac'cs recevront des notations symbolicpies dépendantes du sys- 
tc'-me d’axes que l’on aura adopté. On calculera les aires de leurs parallélo- 
grammes générateurs par la formule (tiq), et, si l'acecircl entre la fréquence 
ibéorirpie et la frécjuence naturelle des dilférentes faces n’était pas Jugé satis- 
faisant, on elfectuerait les changements d’axes ou de paramètres nécc-ssaires 
pour rétablir le parallélisme que la théorie indic|ue. 

.le lérai remarquer de nouveau que c.-e parallélisme ne saurait être toujours 
rigoureusement exact. Il est évident cjue la densité réticulaire n’est pas le 
, seul élément c|ui exerce de i’inlluencc; sur la formation d’une face, dans l’acte 
de la cristallisation, même sans qu'il soit nécessaire de recourir aux ibrees 
étrangères c|ui jyeuvent être mises en jeu. [,e mode d alternance des deux 
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lU'st-aux limitrophes qui bordent une strate peut agir de son coté; ear, si l’on 
[)rojette ces Réseaux orthogonalenient l’un sur l’autre, le Réseau fixe et le 
Réseau projeté pourront, dans certains cas, être presque confondus; dans 
d’autres cas, les Sommets des parallélogrammes de l’un d’eux pourront être 
voisins des centres des parallélogrammes de l’autre. Ces difiérences, celles 
qui peuvent résulter des variations de forme du triangle principal, à égalité 
d’aire de ces triangles, et surtout celles qui sont dues à la forme du polyèdre 
moléculaire, à la direction de ses axes de principale attraction ou de prin- 
cipale répulsion, sont autant de causes qui doivent altérer, dans de certaines 
limites, la loi d'établissement des faces suivant la raison directe de la densité 
de leur tissu réticulaire. 

11 pourra même arriver que ces actions favorisent toute une série fie 
formes au détriment d’une autre série, ce (|ui altérera d’une manière encore 
plus grave les résultats déduits de notre hypothèse fondamentale. Malgré ces 
restrictions, je ne doute pas (jue cette hypothèse ne puisse rendre des services 
réels à la cristallographie et à la physique moléculaire. .Mon but aura été 
atteint, si je parviens à engager les minéralogistes à soumettre un certain 
nombre d'espèces convenablement étudiées au calcul com|>aratif tle la densité 
rf-ticulaire de leurs faces, et de la tendance de ces mêmes faces à se produire 
dans l’acte de la cristallisation. 


XMXlf" CaAirt. 
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DEUXIÈME PARTIE O. 

nu CRISTAL CONSIDÉRÉ COMME UN ASSEMBLAOK DF. MOLÉCULES 
I'OLVATOMKJUES. 


I. — De la symétrie des molécules des corps cristallisés. 

Dans les reclicrcli(“s qui précèdent, nous nous sommes exclusivement oc- 
cupés de l’arrangement relatif des centres de gravité des molécules des corps 
cristallisés, arrangement qui constitue la structure cristalline proprement 
dite. Nous abordons maintenant une question plus délicate, celle de la 
structure moléculaire, et j>ar là nous entendons la disposition géométrique 
des éléments qui constituent la molécule autour de son «Mitre de gravité. 

Les signes extérieurs capables de trahir au dehoiTi la structure de la molé- 
cule, si elle est composée, ou du moins sa forme, si elle est simple, ne peuvent 
être que le résultat des forces attractives ou répulsives exercées jiar la molé- 
cule suivant différentes directions. Si ces forces allaient eu s’irradiant spbé- 
riquement à partir du centre, si elles étaient les mêmes pour une «li.stance 
donnée suivant toutes les directions, si en un mot tout était semblable 
autour de ce centre, la molécule agirait comme étant sphérique, ou, mieux 
encore, comme un simple point, pôle de forces; sa structure propre ne se 
traduirait |iar aucun phénomène sensible, et ne pourrait se déduire que de 
considérations théoriques, par exemple dtîs lois atomi.stiques de la chimie. 

ilais les choses ne se passent point ainsi ; les forces émanées de la molécule 
ne sont pas les mêmes dans tous les sens ; les réactions qui la sollicitent ne 
passent pas toujours par son centre de gravité, et les effets de ces inégalités 
permettent, lorsqu’on les étudie convenablement, de pénétrer dans son 
organisation intime. 

Nous allons essayer de démontrer qu’uné molécule possè<le divers centres 
ou pôles de forces. Ces pôles sont probablement les atomes constituants de 


{*) Présentée à rAcaclémi«* des Sciences, te 6 loût 1849. Le 24 t^-vrier i 85 i, une Commifsion 
com|»nséede MM. Diifrcnoy, Ue^nauU, Lame cl Cauchy rapporteur, a fait à rAcademie un Rapport 
favorable sur ce Mémoire. 
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la molécule; mais ce dernier point de vue, purement chimique, est jusqu’à 
un certain point étranger à la cristallographie, et je me bornerai à établir 
l’existence de la polarité imlévulaire, indépendamment des conséquences 
que l’on pourrait ultérieurement en déduire. 

En premier lieu, il résulte des travaux des géomètres, et notamment de 
MM. Poisson et Neumann, sur l'équilibre des corps cristallisés, que l’on ne 
j>eiit expliquer la rigidité des corps solifles, sans recourir à la polarité 
moléculaire. « Dans les corps solides, dit Poisson, la cause qui retient les 
« molécules sur les directions où elles sont plus ou moins resserrées ne peut 
« être que la partie de leur action qui dé|>end de leur forme et de leur 
« situation relatives — Lors<]ue l'efièt de cette force secondaire devient 
« insensible, le corps passe à l’état fluide »; et, ailleurs, n la parfaite mobi- 
« lité des molécules fluides résulte de ce (ju’elles sont sphériques, ou assez 
« éloignées les unes des autres pour que leur forme n’ait aucune influence 
« sensible sur leur action mutuelle {*) ». 

Telle est aussi l'opinion émise par Laplaœ, dans son Exposition du Sys- 
tème du Monde, ti' édit., tome II, page 35o. n 11 parait que l’état solide 

O dépend de l’attraction des molécules combinées avec leur figure I/in- 

« fluence de la ligure, sensible encore dans les liquides visqueux, est nulle 
« pour ceux qui jouissent d’une entière fluidité. » 

En second lieu, la symiùrie de la structure cristalline est une autre con- 
séquence de l’influence qu’exerce la direction des forces moléculaires sur 
leur valeur absolue. Lorsqu’un corps passe lentement, et en cristallisant, 
de l’état fluide à l’état solide, chaque molécule vient à son tour se Axer sur 
la surface extérieure du cristal en voie de formation, au lieu qui convient à 
l’équilibre de son centre, et dans l’orientation convenable pour qu’aucun 
couple de rotation ne tende à la faire tourner autour de ce centre ; l’adoption 
de tel ou tel système cristallin résulte de ces conditions d’équilibre, et ne 
paraît pouvoir s’expliquer, comme nous le dirons bientôt plus en détail, 
qu’en faisant intervenir la symétrie de la molécule: supposez sphérique cette 
dernière, et le choix du mode de cristallisation devient un effet dépourvu 
de cause suflisante (pii puisse le produire. 


(*) Journal de V École Palytechnu^ue ^ XX* cahier, pA^ea 93 cl ^ 3 . 
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Rnfîn, c'est la polarité moléculaire qui produit le phénomène connu, en 
eristallof'raphie, sous le nom A' héjniédrie, comme M. Delafosse l’a indiqué 
le |)reniier (*), et c’est ce que nous allons développer, en entrant dans les 
détails que nécessite l’importance dn sujet. 

Si l’on se reporte à la définition précédemment donnée (page Jofi) desyàce.t 
de même espèce d’nn cristal, on voit que, deux faces de même espèce étant en 
A’oie de formation autour du noyau placé au sein d'un milieu fluide convena- 
blement constitué, tout sera semblable de part et d’autre pour chacune de ces 
faces, si les molécules sont de simples points matériels ou agissent comme de 
tels points. Le résultat nécessaire de cette manière de voir serait donc que dis. 
faces de même espèce devraient toujours coexister, sauf les cas d’avortement 
purement accidentel, et qu’ainsi tonte forme cristalline devrait se produire 
sur les flancs dn cristal avec le nombre comjilct de faces qui la caractérise. 

(Vest en effet ce qui a souvent lieu; mais les choses ne se passent pas tou- 
joui'S de cette manière, et, dans des cas nombreux, une partie des Aices dis- 
parait, sans qu’on puisse expliquer ce fait par des causes accidentelles, par 
exemple au moyen d’une influence h Intere exercée par le milieu ambiant. 
La disparition porte sur certaines faces placiVs d’une certaine manière, et ne 
se montre pas indistinctement sur toutes les formes cristallines. C’est ainsi 
que, dans le système terquaternaire, elle peut modifier la forme de l'octaèdre 
régulier, et le faire passer au tétraèdre régulier, tandis que rien de pareil 
n’a lieu pour le cube ou le dodécaèdre rhomboïdal. 

Dans tons les cas de ce genre, la similitude absolue des faces d’une même 
forme paraît en défaut, ou du moins elle cesse d’entraîner la coexistence 
comme conséquence nécessaire. 

Or il importe de remarquer que nous ne sommes arrivés à la loi de la 
coexistence qu’en considérant les molécules comme sphériques; cette hyp<t- 
these ne saurait dom; etre exacte. 

Les molécules des corps cristallisés seront donc pour nous dorénavant des 
polyèdres dont les sommets, distribués d’une manière qui-lconque autour 
du centre de gravité, seront les centres, ou pôles, des forces émanées de la 
molécule. Cette supposition a toute la généralité désirable; car, si, par 


(•) Savants étrangrrst tome VIII , page 64 1 • 
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exemple, l'on voulait faire de la molécule un solide fmi et homogène, agis- 
sant par tous les points de sa surface ou de son volume, on pourrait toujours 
la supposer découpée en petits éléments agissant chacun comme si sa masse 
était concentrée en son centre de figure. 

Toutes les molécules d'une même substance doivent être identiques et 
superposahles. Dans la cristallisation, les lignes homologues de ces molécules 
deviennent j>arallèles, comme nous l'avons indiqué au commencement de 
la première partie de ce Mémoire; ainsi l'orientation moléculaire est la même 
d'un bout à l'autre du cristal. La polarité moléculaire et la variabilité des 
forces avec la direction sont des conséquences «le la figure polyédrale de 
la molécule et de la loi suivant laquelle les forces émanées de chaque sommet 
varient suivant la distance. l.,or.sque les intervalles de deux molécules 
deviennent suflisamnient grands, l’inlluence des dimensions transversales de 
chacune d'elles va en s'affaiblissant, et elles tendent de plus en plus à agir 
comme de simples points; mais les distances auxquelles elles viennent se 
placer en cristallisant sont nécessairement inférieures à la limite <jue nous 
venons d’indiquer. On voit ainsi pourquoi les actions mutuelles ne passent 
jws, en général, |>ar les centres de gravité, et l’on comprend comment 
l’orientation parallèle des lignes homologues de deux molécules voisines, 
effet connexe à toute cristallisation, doit résulter «les rotations que ces actions 
tendent à produire autour «le leurs centres de gravité. 

Aprt'-s avou" établi l'existence des polyèdres moléculaires, nous allons 
prouver que «-es polyèdres sont symétriques, et qu’ils possè«lent, comm«‘ 
l' Assemblage cristallin sur les Sommets duquel ils viennent se fixer, des axes, 
«•entre ou plans de symétrie qui leur sont propres. 

Je nomme centre de symétrie «l’un polyèdre, un point central tel, qu’en 
le joignant à un sommet quelconque de ce poly èdre, et prolongeant la droite 
«le jonction «l'une quantité égale à elle-même, l'extrémité de cette droite soit 
aussi un sommet du polyèdre. Il est visible que, dans un polyèdre limité, il 
ne peut y avoir qu’un seid centre de symétrie, et cju'il «•oincide nécessaire- 
ment avec le centre de gravité. 

Les axes de symétrie seront des droites assujetties à passer par le centre 
de gravité, et telles qu’en faisant tourner le polyèdre autour d’elles d’un 
angle égal à une partie aliquote de 36o degrés, le lieu apparent des sommets 
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lie soit pas troublé par cette rotation. Ces axes peuvent être binaires, ter- 
naires, quaternaires, etc., selon que la rotation qui restitue les lieux des 
sommets est égale à -j» y» 7 »-.. de tour. 

linlin les plans de symétrie divisent le polyèdre en deux moitiés géomé- 
tricjuement symétriques, et doivent aussi contenir son centre de gravité. 

(Jeci posé, et j>our li.xer nos idées, considérons la molécule d’un cristal 
a|>partenant au système terquaternaire, dont la iurnie cristalline la plus géné- 
rale consiste en quarante-luiit faces de même espèce. Deux cas différents 
pourront se présenter : ou bien le polyèdre moléculaire possédera tous les 
éléments de symétrie de l’Assemblage correspondant, ou bien il n’en possé- 
dera qu’une partie. 

Dans le premier cas, le polyèdre moléculaire aura trois axes quaternaires 
dirigés comme les axes quaternaires de l’Assemblage, quatre axes ternaires 
et six axes binaires coïncidant avec les axes de même nom de l’Assemblage; 
il [jossédera les neuf plans de s\-métrie qui le caractérisent, et un centre de 
symétrie en son centre de gravité. 

Soient alors deux faces F, F' provenant d’une même forme et directe- 
ment semblables, et considérons la molécule M appartenant au plan réti- 
<-ulaire F, ainsi que la molécule M' appartenant au plan réticulaire F'. 

Transportons le plan F' parallèlement à lui-n)ême, de manière à ame- 
ner i\l' sur M; puis faisons tourner l’Assemblage mobile autour du centre 
de gravité commun de ces molécules coïncidentes, de sorte que le Réseau 
mobile de F' vienne coïncider avec le Réseau fixe de F. Nous produirons cette 


superposition par une rotation angulaire de ^ 3Go° autour d’un certain axe 


de symétrie L’ de l’Assemblage, <j étant le numéro d’ordre de cet axe, et p 
un nombre entier plus petit fpie y. Or, par hypothèse, cet axe appartient 
aussi à la molécule M'; si donc cette molécule participe au mouvement de 
F' et de l’Assemblage mobile, elle reprendra, après la rotation, la même 
position apparente, et recoincidera avec M. 

D’où l’on voit que, dans ce cas, tout est pareil entre les molécules du plan 
F trune part et les molécules du plan F' de l'autre, et qu'ainsi les deux faces 
F. F' sont dans des conditions identiques de production comme faces limites 
du cristal. 
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11 en serait de même, si la face F était inversement semblable à la face F 
par rapport à un plan de symétrie P. Si le plan mené parallèlement à l* 
par le centre de gravité de la molécule est un plan de symétrie du polyèdre 
moléculaire, F et F' devront encore coexister. 

Enfin, dans le cas où les faces F et F' seraient inversement semblables 
par rapport à un centre de symétrie de l’Assemblage, c’est-à-dire, dans le cas 
où ces faces seraient parallèles, mais avec des côtés internes et externes tour- 
nés en sens inverses, nommons C 8) le centre de sjTnétrie du système 
formé par ces deux faces, et p l’un des pôles de la molécule M dont le centre 
de gravité est en M ; tout sera semblable entre la surface sujjérieure de F' et la 
surface inférieure de F’', si homologue de p par rapport à C est aussi un 
pôle de la molécule -M'. Or, si l’on mène p' égale et parallèle à p' 
doit être un pôle de M' en vertu du parallélisme des molécules des cristaux ; 
ainsi la coexistence des faces F, F’' dépend de celle des pôles p' , p ^ , c’est- 
à-dire de cette condition que M' soit un centre de symétrie pour la molécule 
M'. Si donc le polyèdre moléculaire possède un tel centre, la présence de F’ 
comme face limite de la moitié supérieure du cristal entraînera celle de sa 
parallèle F’' comme face limite dans sa moitié inférieure. 

Il résulte de ce qui préct-de que, si l'on se borne à considérer les condi- 
tions de coexistence des vingt-quatre faces de la demi-forme directe ( V(^'ez les 
définitions de la page i lo) dans le système terquatemaire, on reconnaîtra 
la nécessité de la présence des treize axes de symétrie du système dans le 
polyèdre moléculaire, et que la demi-forme inverse accompagnera la demi- 
forme directe, si le polyèdre moléculaire possède, en outre, un centre de 
symétrie. 

Examinons maintenant le second cas, et supposons que l’axe L’ qui sert 
à effectuer la coïncidence de F’' avec F' n’existc point, comme axe de symé- 
trie, dans le polyèdre moléculaire. Lorsqu’une rotation égale à ^ 300" aura 

superposé les deux Réseaux des faces F' et F”, et que les centres de gravité 
de M et de M' coïncideront, le polyèdre M' aura cessé de coïncider avec M, 
puisque L’ n’est plus, par hypothèse, un axe de symétrie de ce polyèdre. 
Donc, si l’on considère F et F' comme étant des faces qui limitent au même 
moment le cristal en voie de formation au sein de la masse fluide qui le pro- 
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(luil, la situation de tous les pôles ou centres de forces au-dessus et au-des- 
sous du plan F’ ne sera pas rigoureusement la même que celle des pôles homo- 
logues au-dessus et au-dessous du plan F*; les résultantes qui sollicitent une 
molécule encore libre et flottante à petite distance du plan F ne seront pas les 
mêmes que celles qui sollicitent une autre molécule semblablement placée par 
rapport au plan F'; ainsi la cristallisation pourra se comporter différemment 
sur les deux surfaces F, F' qui séparent le cristal de son milieu générateur, 
et, [>ar conséquent, une partie des faces de la forme pourra ne pas se pro- 
duire. 

Si le polyèdre, possédant d’ailleurs les treize axes du système ter<|uater- 
naire, était dépourvu de centre de symétrie, les vingt-quatre faces de lu 
demi-forme inverse pourraient disparaître, et la demi-forme directe se pro- 
duirait seule. 

On a désigné sous le nom de cristaux hohédriqucs ceux dont les formes 
obliques sont toujours complètes, possédant quarante-huit faces dans le sys- 
tème terquaternaire, vingt-quatre dans le système sénaire, seize dans le 
quaternaire, et ainsi de suite. D’où l’on voit, en généralisant, que : 

Dans tous les cristaux fwloédriques , le polyèdre moléculaire possède les 
memes axes et plans de symétrie que l’ Assemblage, et un centre de symétrie 
eu son centre de figure (*). 

On a désigné sous le nom de crisUutx hémiédriques, télartoédriques, ceux 
pour lesquels le nombre des faces de la forme oblique se réduit à la moitié 
ou au quart de sa valeur : plus généralement encore, nous désignerons ces 
cristaux sous le nom de cristaux mèriédriques . L’on voit donc que ; 

Pour tous les cristaux mériédriques, une partie des oj'es, centre ou 
plans de symétrie de l' Assemblage ne se rencontre pas dans leur polyèdre 
midéculaire. 

Par une observation convenable de ces cristaux, on peut toujours recoii- 
iwître les axes et plans qui font ainsi défaut, et décomposer les éléments de 
la symétrie de l’Assemblage en deux groupes, dont l’un, commun à la fois à 
l'Assemblage et à la molécule, lend compte de la présence simultanée d’un 


i *) conditions enoncees dans ce ihcoreme sont sttrabondames , de ces trois sortes d’Henient**, 
les axes, les plans et le rentre, deux suffisent pour entraîner la presenrr de la troisième. 
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certain nombre de faces de la même forme, et dont l'autre, venant à manquer 
dans la molécule, explique la suppression des faces disparues. 

Toutes les fois que la superposition des Réseaux de deux fiices de même 
espèce entraînera la coïncidence.' complète des polyèdres moléculaires, ces 
faces seront dites, non-seulement faces de même espèce, mais de plus iden- 
tiques, conformément aux définitions de la jKige 106; dans le cas contraire, 
les faces seront de même es|)èce, mais non identiques. 

D’après cela, la loi dite « loi de symétrie » qui règle le mode de distri- 
bution des faces d’un cnstal devra s’énoncer de la manière suivante : 

Toutes les faces appartenant à une meme forme cristalline, et de plus 
identiques, doivent coexister. 

Nous allons maintenant considérer un polyèdre moléculaire dont nous 
ferons varier le degré de symétrie. Dans le principe, ce polyèdre sera censé 
posséder la sjTnétrie complète qui caractérise son Assemblage; puis, par la 
suppression de certains axes ou plans de symétrie, on abaissera graduelle- 
ment celle-ci , et l’on fera naître des cristaux mériédriques, dans lesquels 
les groupes de faces identiques deviendront de moins en moins complexes, 
sans toutefois que les situations relatives soient altérées. 11 semble, au pre- 
mier aV)ord, qu’il ii’y a pas dans la nature de limite à cette diminution 
[>rogressive de la symétrie de la molécule pour un système cristallin donné, 
et qu’on doit en rencontrer tous les cas possibles daas les différentes espèces 
minérales. Mais l’observation prouve qu’il n’en est pas ainsi; les polyèdres 
moléculaires pauvres en éléments de syniétrie ne s’associent pas en Assem- 
blages cristallins dont la symétrie soit très-élevée, et l’on peut dire, en tbèse 
générale et malgré un très-petit nombre d’exceptions, que l’on ne voit pws 
les formes et combinaisons de fonnes des systèmes cristallins les moins symé- 
triques présenter les angles et inclinaisons caractéristiques des systèmes les 
plus symétriques. 

D’où l’on déduit qu’il existe une limite à l’appauvrissement de la symétrie 
d’un polyèdre moléculaire qui cristallise dans un système donné, et que, si 
on lui enlève un nombre suffisant de ses termes, la symétrie de sa cristallisa- 
tion s’abaissera, elle aussi, à un moindre degré; ce que l’on peut exprimer 
en disant que : 

XXXiy CakUr. ï6 
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I^s polyèdres à symétrie comptexe cristallisent dans les systèmes à symé- 
trie complexe, et ceux à symétrie sim/dc, dans les systèmes à symétrie simple. 

Une telle correspondance ne saurait être l’efTet du hasard, et puisqu’à une 
structure moléculaire donnée correspond une structure cristalline qui s’y 
rapporte, il paraîtra bien probable que la symétrie moléculaire détermine celle 
de r.Vssemblaj^e cristallin. 

On |)eiit arriver an même résultat [lar des considérations théoriques, et en 
s’appuyant sur les conditions de l’équilibre des .\ssemblages cristallins. Nous 
prendrons pour exemple une agrégation de molécules holoédriques, à cris- 
tallisation commençante, et nous allons essayer de démontrer que la symétrie 
de la molécule tend à se transmettre à l'jUssemblagc qui va sc former. 

Considérons deux molécules voisines M, M', placées, l’une par rapport à 
l’autre, à une distance r sufTisamment petite pour que l’influence de leurs 
dimensions tr.Tiis versa les se fasse sentir de l’une à l’autre, et supposons qu’il 
existe un axe d’ordre q dans leurs polyèdres. Si ces deux molécules se placent 
Imut à bout dans le prolongement de leurs axes Ij*, et s’orientent de la 
inéiiie manière par rapport à l’espace extérieur, la résultante qui sollicite 
chacun des deux centres .M, M' sera nécessairement dirigée suivant leur ligne 
de jonction ; car toute action oblique se répéterait q — i fois autour de MM' 
qui est un axe de symétrie d’ordre q pour le groupe de ces deux molécules, 
et la résultante de ces q forces serait dirigée suivant MM'. Il en sera de meme 
dans le cas d’une file rectiligne et illimitée de molécules M, M', M",... sem- 
blablement orientées, si cette file est un axe de symétrie de ces molécules, 
et l'on conçoit qu’en faisant varier le commun intervalle r qui sépare ces 
molécules entre elles, on puisse trouver une disposition telle que la file se 
maintienne en équilibre. La stabilité de cet équilibre résultera de ce que, si 
l’une des molécules s’écarte de l’axe de la file, il se développera des com- 
posantes latérales tendant à l’y ramener. 

De meme que nous avons, en partant de la molécule M, et suivant la direc- 
tion de l’axe L’, ordonne une première Rangée de molécules, nous pourrons, 
suivant les directions d’autres axes, former d’autres séries 

M U U (/ , .M /lA , U, , etc . 

Les molécules ,u, (jl , u",..,, u,, m, , u',... deviendront à leur tour les tètes de 
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colonne d'autant de Rangées parallèles à MM’M".... Il est clair que ces nou- 
velles Rangées tendront a se disposer syniétri(}uenieiit autour de M.M', attendu 
que les forces contenues dans un plan mobile passant |^ir la droite MM' et tour- 
nant autour d'elle redeviennent les mêmes, chaque Ibis que l'angle de rota- 

tion de ce plan augmente de — ^ > ce qui tend à faire de MM' un axe de symé- 
trie pour tout le système : ainsi la présence de ces nouvelles Rangées ne 
pourra exercer sur le centre de gravité de M aucune action oblique par 
rap|K)rt à MM', puisque toute résultante de ce genre se répéterait <y — i fois 
autour de cet axe, et donnerait lieu à une composante parallèle à sa direction. 

On conçoit ainsi la possibilité de la stabilité d’un tel système, pour des espaces 
internioléculaires convenablement choisis, et l'on voitqu'il y a plus de chances 
de rencontrer l'équilibre dans une telle disposition que dans toute autre, 
par suite de la réduction à zéro des composantes normales à l'axe considéré. 

D'où il résulte, comn>e nous l'avions annoncé, qu’un axe de symétrie du 
polyèdre moléculaire tend à se transmettre, comme axe de symétrie de même 
ordre et semblablement placé, à l’Assemblage suivant lequel la cristallisation 
s’effectue. 

Il en est de meme pour les plans de symétrie de la molécule. Car, soit 
.MP {Jig. y) un plan de symétrie supposé horizontal, et coupé suivant la 
droite MP par le plan vertical de la figure. Il est clair que les molécules 
très-voisines de ce plan tendent à y prendre leur position d’écpiilibre après 
avoir adopté une orientation commune; car alors elles ne peuvent produire 
les unes sur les autres aucune aetioii normale à ce plan. De plus, si l'on 
considère une file MM'.M'"... déjà en état d’équilibre stable, sa syniétrit|ue 
MM^.M"..., si elle existe, se trouvera pareillement en équilibre; d’où l’on 
voit que, si une molécule encore flottante est très-voisine du lieu M” qu’oc- 
cuperait la symétrique de M"" par rapport au plan MP, elle devra tendre à 
venir prendre en M” sa position d’équilibre délinitive ; et telle est la cause de 
la tendance du plan MP à devenir un plan de symétrie pour l’Assemblage. 

On conçoit, d'après ce qui précède, comment la structure du polyèdre 
moléculaire réagit sur celle du cristal et détermine le choix du système. Si 
l'on rejetait cette explication, et si l’on voulait continuer à considérer les 
molécules comme des points ou des sphères, un tel choix, nous l'avous déjà 

2Ü. 
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(lit à la page i g 5 , nous paraîti-ait comme étant un efl’et sans cause : ajoutons 
quelques dévelop|}ements à ce sujet. 

On sait que tout Assemblage cristallin est caractérisé par les (limeiisions de 
son pandlélipipède générateur, savoir, par trois paramètres linéaires a, h, d 
représentant les arèt(?s, et par trois paramètres angulaires a , ,j, J représentant 
les angles plans. Cependant, dans la supposition des molécules sphériques, 
une combinaison quelconque de paramètres suffirait à l’équilibre des molé- 
cu'es centrales, puisque cliacune d’elles est un centre de symétrie pour le sys- 
tème des molécules qui l'environnent, dans la sphère très-limitée des actions 
moléculaires. Par suite de cette indiflërence de l'éfpiilibre interne, la combi- 
naison ado[)t('-c dépendrait unicjuement des conditions d'é(juilibre des molé- 
cules de la .surface, et serait ainsi sous l’influence des actions e.xtérieures, de 
manière, par exemple, à produire l’échange des paramètres entre eux, lors- 
(ju’on échangerait entre elles les forces extérieures parallèles à ces paramètres, 
ce qui mène à des consé(juences évidemment contredites par l'observation. 

Kn outre, et sauf le cas très-rare des cristaux du système asymétrique, 
certaines combinaisons d'égalité ou de perpendicularité des arêtes sont les 
seules que la nature réalise. Par exemple, dans le cas où l'on a a = l> = d, 
on ne rencontre que les deux combinaisons suivantes : 

i”. a = go", P = 90°, S = go”, qui correspond .111 cube; 

a", a = fi = ^, qui corre.spond au rhomboèdre. 

Ce choix que fait la nature, et la préférence qu’elle accorde à certaines 
formes de parallélipipèdes générateurs, resteraient donc inexplùpiés et trou- 
bleraient l'enseignement rationnel delà cristallographie, tant que l’on s’abs- 
tiendrait d'y reconnaître l’influence de la symétrie moléculaire. 

En nous résumant, nous admettrons que le polyèdre moléculaire est symé- 
trique, et (pie les éléments de sa symétrie, tendant à passer à l’Assemblage 
correspondant, en déterminent la structure. 

A la vérité, on peut objecter (jue la difficulté d’expliquer l’état symétrique 
des Assemblages cristallins est simplement reculée, et qu’il reste à faire voir 
pourquoi le polyèdre moléculaire est symétrique. La théorie atomique fournit 
une réjjonse toute prête à cette dernière demande, en nous montrant chaque 
molécule d’un corps comme composée d’un nombre fini d’atomes de diffé- 
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rentes espèces. Déjà, par des considérations d’un tout autre ordre, Ampère 
était arrive, en 1814, à ce résultat, que le polyèdre moléculaire devait être 
formé d'atomes dispost's symétriquement autour de son centre de gravité; 
l’équilibre interne de la molécule est facile à baser sur cette donnée. 

Ici se j)résente une autre objection relative à la cristallisation des coips 
simples. Lorsque le carbone, le .soufre, le bismuth cristallisent, devons-nous 
admettre que leur molécule est polyédrale.’ ,Ie n’hésite pas à répondre par 
l’aflirmative, et je pense qu’avant de cristalliser, les atomes de ces corps se 
trouvent déjà groupés de manière à former un polyèdre de forme déterminée. 

Après avoir établi la loi de la symétrie du polyèdre moléculaire, nous avons 
maintenant ; i® à déduire de la symétrie donnée d’un tel polyèdre le système 
dans lequel il doit cristalliser; 2” à signaler les divers cas de mériédrie 
(hémiédric, tétartoédrie) que pourra produire l’état incomplet de la 
symétrie de ce polyèdre '; 3 “ à comparer les résultats théoriques ainsi obtenus 
avec les diveis exemples de mériédrie observés par les minéralogistes. 

Dans la dernière partie de ces Ktudes, je rattacherai à la même théorie 
les phénomènes d’hémitropie et de pénétration de deux cristaux. 

§ Il . — Du système cristallin suivant lequel doivent se grouper des molécules 

de symétrie connue. 

J’ai donné, dans le tome XIV du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, publié par M. Liouville, une classification complète des polyè- 
dres au point de vue de leur symétrie. Elle se trouve résumée dans le l'a- 
bleau n” Vil que l’on trouvera à la lin de ce Mémoire. 

Les symboles A, L, I/, G, n, P, P' qui y figurent sont ceux déjà em- 
ployés dans mon travail sur les polyèdres de forme symétrique, ainsi que 
dans mon Mémoire sur les Systèmes de points, aux pages g 3 et suivantes. 
Iæs lettres P, P' dépourvues d’indice exponentiel désignent des plans de 
symétrie qui ne sont normaux à aucun des axes du polyèdre; les signes oL, 
oL’, oG, O P indiquent que le polyèdre est privé d’axes, ou d’axes binaires, 
ou de centre de symétrie, ou de plans de symétrie. 

Un axe est dit principal lorsque les autres axes lui sont normaux, et que 
de plus tout plan de symétrie lui est normal ou le renfenne. 
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Dans les polyèdres des 4 ', 5 ',... classes, jusqu’à la i(>' inclusivement, ou 
peut donner à (j toutes les s’aleurs entières possibles, depuis (j = i jus- 
qu’à (J = 00 . Le luiinéro d’ordre de l’axe principal désigne alors l’ordre 
de la classe. Les 4 'i 5 ', b', 7', 8' et q' classes sont toutes d’ordre pair; les 
10', 11*, ta', iS', 14', iS'et ifr sont, au contraire, toutes d’ordre imjjair. 

Iæs polyèdres spliéroédri«]ues sont ceux qui possèdent plusieurs axes dont 
aucun n’est un axe principal; ils se divisent en deux groupes, les quater- 
ternaires et les déceniternaires, selon que le nondjre de leurs axes ternaires 
est égal à 4 ou à i o. 

Dans les polyèdres des 17*, iS' et ly* classes, les axes 4 L’ sont paral- 
lèles aux quatre diagonales d’un cube, les axes 3 L’ aux arêtes de ce cube, 
les plans 6 P aux plans qui joignent deux à deux les milieux des arêtes op- 
posées. 

Dans les polyèdres des ao' et 21' classes, les axes 4 L’ sont parallèles aux 
quatre diagoatlcs d'un cube, les axes 31 / aux arêtes de ce cube, les axes 6 L’ 
aux lignes qui joignent deux à deux les milieux des arêtes opposées. 

Dans les polyèdres des 22' et aS* classes, les axes 6L’ sont parallèles aux 
lignes qui joignent deux à deux les centres des faces opposées d’un dodé- 
caèdre régulier, les axes loL’ aux dix grandes diagonales de ce polyèdre, 
et les axes i 5 L’ aux lignes qui joignent deux à deux les milieux des arêtes 
opposées. 

Pour de plus amples détails, on peut consulter mon Mémoire sur les 
Polyèdres de forme symétrique (*). 

Nous avons vu (Jiage 2o3) que, lorseju’une sub.stance dont les polyèdres 
moléculaires sont doués d’une certaine symétrie vient à cristalliser, les axes 
et plans de la symétrie molécidaire tendent à passer dans l’Assemblage crisUd- 
lin, en conservant leurs situations relatives. En consé<|uence, et pour déter- 
miner la nature du système cristallograpbique, j’admettrai la règle suivante : 

Parmi les sept systèmes cristallins, les molécules d’une substance doruiée 
(jui vient à cristalliser adopteront celui dont la symétrie offre le plus grand 
nombre d'éléments communs avec la symétrie propre à leur polyèdre ntolécu^ 
laire. 


(*) Journat tic \Jathcmattqucs purci et appliquées^ tomp XIV« i4t* 
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Croire que cette règle ne souffre jamais d’exception serait peut-être üllcr 
trop loin; mais elle doit évidemment s’appliquer à l’iinmense majorité des 
cas qui peuvent se présenter, et cela suffit pour l’usage que nous avons à 
en faire. 

Avant de chercher à l’appliquer, je ferai remarquer que la considération 
du centre de symétrie est étrangère à la question actuelle, puis<|ue ce centre 
figure également dans les symboles de symétrie de nos sept systènies cristal- 
lins, et qu’il est l’une des conditions essentielles de tout Assemblage. 11 nous 
reste donc seulement à tenir compte des axes et des plans de symétrie. 

Les axes de symétrie d’un Assemblage sont nécessairement binaires, 
ternaires, quaternaires ou sénaires ; ainsi les autres axes que pourrait posséder 
le polyèdre peuvent être regardés comme des lignes asymétriques, ou ne 
pouvant influer sur la symétrie de l’Assemblage, à moins cependant que le 
numéro d’ordre de leur symétrie ne soit un multiple des nombres a, 3,4 ou fi, 
auquel cas l’axe de symétrie du polyt-dre, transporté dans l’Assemblage, y 
jouera le rôle d’un axe de l’un de ces ordres. 

Notations et définitions. — Je désignerai par S, l’ensemble des éléments 
de symétrie communs à la fois au |Jolyèdre moléculaire et à son Assemblage 
cristallin; par S^, l'ensemble des éléments <ie symétrie appartenant en propre 
au polyèdre, et par l’ensemble des éléments de symétrie de l’Assemblage 
qui ne se retrouvent pas dans le polyèdie. De la sorte, la symétrie complète 
du polyèdre pourra être représentée par le symbole 

et 1a symétrie complète de l’Assemblage sera figurée par 

[S. SJ. 

Je désignerai sous le nom de polyèdre éijnivalent au polyèdre donné, celui 
dont la symétrie com|)lètc serait [S^j ; d'où l’on voit que le polyèdre équi- 
valent n’est autre chose que le polyèdre primitif débarrass»* de toutes ses 
conditions superflues de symétrie, c’est-à-dire de tous les éléments qui ne 
sont pas de nature à se transmettre à l'Assemblage dans lequel ils doivent 
cristalliser. 

Il pourra arriver que plusieurs de nos sept systèmes cristallins possèdent à la 
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fois la même partie S, de In symétrie totale du polyèdre; dans ce cas, la règle 
de la page 20G ne sufiit plus pour déterminer le système cristallin. Je prendrai 
comme exemple le polyèdre moléculaire [A’, aL% oG, 2 P] caractérisé par 
un axe principal binaire A’, deux axes binaires de même espèce L’ perpen- 
diculaires l’un sur l’autre et sur l’axe principal, deux plans de symétrie 
passant par l'axe A’ et inclinés de 45 degrés sur les axes L’. La symétrie 
commune à ce polyèdre et au système quaternaire est [A*, 2L’, 2P]; la 
•syniétrie coinmtme à ce polyèdre et au système terquatemaire est aussi 
I a’, 2L’, 2PJ. (Comment choisir entre ces deux systèmesi* 

Dans ce cas, et dans tons les autres cas pareils, je remarque que nos deux 
systèmes cristallins diffèrent par le nombre des paramètres qu’ils laissent indé- 
terminés dans le parallélipipède générateur. Sur les six quantités a, a, 
jS, J' (voyez page 204), le nombre des quantités déterminées est de 

5 pour le système terquatemaire, 

4 pour les systèmes sénaire, quaternaire et ternaire, 

3 jjour le système terbinaire, 

2 pour le système binaire, 

O pour le système asymétrique. 

Or, supposons que deux systèmes cristallins possèdent également la 
symétrie S,, du polyèdre moléculaire, mais que le nombre des paramètres 
détenninés soit égal à j pour l'un de ces systèmes et à j' > j pour l’autre. 
Puisqu’il existe des Assemblages à / paramètres déterminés possédant la 
symétrie S, du polyèdre, quelle que soit la valeur des 6 — j autres para- 
mètres, il est clair qu’il n’existe aucune raison suffisante pour pouvoir 
assigner d’avance la valeur de y' — j autres paramètres, et qu’il faut laisser 
aux forces moléculaires développées dans la cristallisation le soin d'en fixer la 
véritable valeur. 

D’où l’on déduit cette deuxième règle que : 

Dans le cas où plusieurs systèmes cristallins présenteraient les me'nies élé- 
ments fie symétrie communs à leurs Â ssemblages et au polyèdre moléculaire 
donné, la cristallisation se fera suivant le système de moindre symétrie, 
c’est-ci-dire suivant le système qui laisse le plus grand nombre de termes 
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iniirlertni/ws parmi U’s sLv eWments constitutifs de son parnUclipipede 
"cncrateur . 

r/apj>lication ele cette deuxième règle lève l’indécision que nous avions 
signalée, excepté pour quelques polyèdres, à axe principal ternaire, qui 
{Ktraissent pouvoir cristalliser aussi bien dans le système sénaire que dans le 
système ternaire, et sur lesquels iu>us aurons jdus tard l'occasion de revenir. 

On peut énoncer simplement les deux règles que nous venons d'établir, 
en prescrivant de choisir le système cristallin de telle sorte, \° <pie ü,. soit 
le plus grand possible, a“ (jitc S„ .voi'f ensuite rendu le plus petit possible. 

(ies règles vont nous servir de guide dans l'examen succe.ssif des vingt- 
Irois classes de polyèdres que présente le Tableau n" VII. 

Polyèdres des et 7.' classes. — Ces polyèdres doivent cristalliser dans 
le système asymétrique. Ou voit bien d'ailleurs qu’il n'existe aucune raison 
suflisantc pour <|ue des axes ou des plans de symétrie se produi.sent dans leui' 
Assemblage. 

Polyèdres de la 3' classe. — Ces |>olyèdres possèdent un [ilan de symé- 
trie (pii devra se transmettre à l'.Assemblage. Celui-ci possédera de plus uii 
centre de symétrie et un axe binaire normal à ce plan, et appartiendra au sys- 
tème binaire, l.es équations suivantes donneront les symétries comparées du 
polyc'dre et de l'Assemblage ; on aura, 

pour le polyèdre. S,, = [P], S^ = o, 

pour l'Assemblage, = | n | , S„ = ( A’, C J . 

Polyèdres des 5', 6', 7', d' et 9' classes. — Tous ces polyèdres pos- 
sèdent un axe principal d’ordre Kj. II convient d’examiner séparément les 

trois cas, 

7 tj 1 2 y ± 3 , 

27— I2y ±4. 

27= 6y, 

/ étant un nombre entier quelconcpie, pouvant être égal à zéro. 

Premier cas, où 27 = 1 2 y ± 2. 

la* polyèdre oI,’, oG, oP| possède un axe qui se comportera 

comme un axe binaire; il cristallisera donc dans le système binaire [ A’,C,n |, 

XXXIV Cahier. 


Digitized by Google 



■>.to 


thi'DKS CRISTALl.OC.HAPHIQtiES. 


et l’on aura 


S,= (A’J. 


I,e ijolyêdre ( oli’, C, fl J est dans le inènie cas que le précédent ; 

il cristallise dans le système binaire: la cotnnnine symétrie est [ A’, C, 11 J. I.e 
cristal formé sera lioloédriqtio, puisque le polyèdre moléculaire jwssède tous 
les éléments de symétrie de son Assemblage. 

Dans le polyèdre | ,V' (6y ± i) I.’, (6y ± i) lé’, o(î, o PJ, à chaque 
axe binaire L’ corresjiond un axe binaire I/’ d’une autre espèce, et qui lui 
est pcrpendicnlaire (*) ; la cristidiisntion se fera dans le système terbinaire: 
on aura donc 

S,= [a’,L’,I/’|. 


Dans le polyèdre | A”'*’, ol.’, oC, (f> j rfc i) P, (by ± t) l’’J, à chaque 
plan de symétrie P passant par l’axe principal, correspond un antre plan de 
symétrie K qui lui est nonual (**) ; la cristallisation se fera dans le système 
terbinaire, et l’on aura 

S,^|A’,P,P']. 

Dans le polyèdre 

I A'’^"’,(fiy ± ,) L’, (6y li: ,) I/’, G, H, (by ± i) P’, (by ± . ) P” j, 

à chaque axe 1,’ correspondent un axe I/’ qui lui est normal, et des plaiLs 
P’, P'* normaux àcesaxra. .\insi le polyèdre contient tous les éléments de la 
symétrie terbinaire ( A’, G’, 1/’, C, 11, !’% P’’ | ; le crisUd sera hoioédrique. 

Kniin le polyèdre | A”-'^’, (i uy d; a) L’, oC, (i ay ±: a) P | oifre, pour 
chaque axe I,’, un axe de même espèce qui lui est normal, cl deux ]>lans de 
symétrie P qui forment avec lui des angles de45 degrés. Car, si l'on no'mine 

(!<’, Ij’) l’angle de deux axes binaires, et (Id, P) l’angle d'imaxe binaire et 
d’un plan de symétrie, on a 


(L’, !.’)=( O, I, a..., lay’zc a — i) ^ 


3 5 


1 îi / d: a I — T 

a a a a / la/ 


8o« 


(*) Journal de Afathèmatiqurs ^ tome XIV, page i56. 
(*• ) Ibid., tonw XIV, page i56. 
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Kn dtoîsi&sant pour facteur dans le second membre de la première Ibr- 

mule le tioinbi-e 6y ± i , on trouve (I/, L’) = go". 

Kii choisissant pour facteur dans le second mcmhre de la deuxième for- 
mule le nombre 3y ± on trouve (L’, 1’) = 45°. 

D'où l’on voit qu’entre notre polyèdre et les .\ssemblages quaternaires 
nous avons lu portion de symétrie coinmum* 

S,= [A»,2L%2P|. 

I.a portion de symétrie commune à notre polyèdre et au système terbi- 
naire serait seulement [A*, L’, L“|, symétrie moins étendue que la précé- 
dente. [ai cristallisation se lêra donc suivant le système quaternaire. 

Dcu.viènif cas, où a </ = i ay ± 4- 

Dans ce cas, la cristallisation s’efrectue suivant le système quaternaire. 

Lorsque les termes (liy rî: a) L’, (Gy ± a) L'’ figurent dans le symbole 
de la symétrie du polyèdre, on voit facilement qu'il existe deux axes L’ jjer- 
|>endiculaires entre eux, et deux axes L'“ qui sont les bissecteurs des angles 
droits formés jiar les axes précédents; alors aL’, al/’ sont des éléments 
de symétrie communs au polyèdre et à son Assemblage. 

I.ors(|ue le polyèdre contient les plans de symétrie (Gy ± a) P, (Gy li; a)P', 
on y découvrira de même le système a P, a 1*' consistant en deux plans 
normaux de meme espèce, |>assant par l’axe quaternaire, et croisés sous l'in- 
clinaison de 45 degrés avec deux plans normaux d’une autre espèce, système 
qui appartient à la symétrie des Assemblages quaternaires. 

[-oi-sque le polyèdre aura pour symbole 

(A”^*‘,(iay ±4)Iv’,oC, (lay ± 4)P|, 

il appartiendra encore au .système quaternaire; mais la disposition relative 
des axes L’ et des plans P ne permettra pas que ces deux éléments entrent 
en même temps dans l'expression de la symétrie commune au polyèdre et à 
l'Assemblage. On aura donc, ou bien 

S, = |A’,aL’,aL’l, 

c’est-à-dire l’axe quaternaire avec cpiati e axes binaires se croisant à son p:ed 

> 7 - 
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SOUS des angles de 45 degrt^, ou bien 

S^= |A% aP, aP], 

c’est-à-dire l'axe quaternaire avec quatre plans de symélrie {lassant jiar eet 
axe, et faisant entre eux des angles de 45 degrés. 

Les axes aL’, a L’ sont de même csjièce dans le {lolyèdre, niais d’es{ièee 
différente dans l’Assemblage. Il en est de même pour les {ilans a P, a P. 

On a ainsi tieux solutions distinctes, paraissant à priori également pos- 
sibles, entre lesquelles la substance donnée optera, suivant les autres condi- 
tions de son équilibre. 

Troisième cas, où a ly = 6y . 

La cristallisation s’effectuera suivant le système sénairc. La discussion de 
ce cas serait pareille à celle du cas {irécédent. Les éléments de symétrie 
'I y L’, 3 yi/’ se réduisent à 3 L’, 3 L'’ dans l’Assemblage sénaire; de même 
3 y P, 3 y P' se réduisent à 3 P, 3 P. 

Le polyèdre [ A”-', 6 j L’, oG, G j P j est par rajiport au système sénaire ce 
qu’était [a”^*‘, (lay’ ± 4) G% «G, (lay’ ± 4) P] jiar rapport au système 
quaternaire. : il conduit aux deux solutions 

S,= [A*,3L%3LVJ, 

S,= |a‘,3P,3P|. 

Dans le cas où j est |iair, l’ordre de .symétrie de l'axe princi|ial est à la 
fois divisible parles nombres 3, 4 et b; niais comme le système sénaire offre 
une commune symétrie plus élevée ({ue celle qu’olfriraienl les systèmes 
quaternaire ou ternaire, on devra, d’après la règle de la page aoG, se décider 
{Miur le système .sénaire. 

Polyèdres des lo", i G, la', i3', i4’'i >3' i G' classes. — Tous ces 
{Milyèdrcs jiossèdent un axe princi{ial d’ordre a y -(- i . Nous examinerons 
sé{iarément les trois cas 

a y -f- I = Gy ± 1 , 

a y -f - 1 = 3, 
a y -I- I = Gy -f- 3, 

J étant un nombre entier quelconque, plus grand que 7,éro. 
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Premier cas, où 2 f/ -(- i = (>y ± i . 

L’axe A*''*’ ne pouvant se transmettre à l’Assemblage , il est inutile d’y 
avoir égard. 

Le polyèdre [A*-'*', oL’, oC, oP| se comportera donc comme un 
polyèdre de la 1 ” classe. 

Le polyèdre f A*-'*' , oL’, G, oP] se comportera comme un polyèdre de la 
2 ' classe. 

lx'|)oIyèdre [a*''’*', {Ctj -àzx) I,’, oC, oP] ne pourra transmettre à l’Asscni- 
blage qu’un seul de ses axes binaires; car, si deux axes binaires, faisant 

entre eux l’angle p » P étant un nombre entier, venaient à passer dans 

l'Assemblage, la droite normale au plan de ces deux axes serait un axe com- 
niun dont le numéro d’ordre {*) serait (iy ± 1 ou l’un des sous-inultij)les de 
tiy ± I , et par conséquent premier avec les nombres a, 3, 4> b, ce qui est 
impossible. 

I<e polyèdre cristallisera donc dans le système binaire. 

De même le polyèdre [A*-'"'" , ol.’, oC, (Oy ± 1 ) 1’] ne pouriTi transmettre 
à son Assemblage que l’un de ses plans de symétrie et se comportera comme 
un polyèdre île la '3' classe. 

Il eu sera encore de même pour le polyèdre [A*''*', oL’, oC, [l], qui 
transmettra à l'Assemblage le plan de symétrie II. 

Dans le polyèdre [A*''"’", (6y ± i) Ii’,G, (by ± 1 ) P’|, les éléments de 
symétrie communs avec le système binaire seront 1 1,’, G, P^ J, et deviendront 
( A’, G, II ] dans l’Assemblage. La cristallisation sera binaire et lioioédrique. 

Le polyèdre [A*-'"’", (by ± 1 ) L’, oG, II, (by ± 1 ) P] pourra transmettre 
à l’Assemblage qui en dérive l’un de ses axes binaires L’, le plan de .symé- 
trie P qui passe par cet axe L’, et le plan II normal à ce plan P et passant 
aussi par L’. On aura donc, 

dans le polyèdre, S, = [L’, n, P |, 
dans l'Assemblage, S, = [A*, P, P'], 
attendu que L’ devient dans l’Assemblage l’axe principal du système; la 


(*) En vertu dos théorèmes XXIV et XXXII de mon Mémoire sur les polyèdres de figure syrwé 
(rtqite [Journal tie Mnthématiquet, tome XIV}, 
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rristallisatioii se fera dans le système terbinaire dont le symbole est 

|AM,M/*,C,n,l», FV|. 

Deuxième cu.t, où a r/ -h- i =3. 

1 ,es |jolyèdres ' | A % o I , o(> , o P ] , 

\A\ oL\ C, oP|, 

I A", 3L% oC, oP], 

|A*,ol,% oC, 3P|, 
jA‘, 31/, C, 3P|, 

ont leui-s éléments de symétrie compris dans l’expression }»énérale de la symé- 
trie des Assemblages ternaires, et aussi dans l’expression générale de la symé- 
trie des Assemblages sénaires. Or les fieux systèmes tei-naire et sénaire ont 
dans lenis parallélipipèdes générateurs le même nombre de [laramètres indé- 
terminés, de sorte que la règle <le la page ao8 ne peut siiflire à lever cette 
indétermination. La substance cristallisante elioisini entre ces deux systèmes, 
d’après les autres conditions de l’écjuilibre. 

Du reste, l’indétermination aetnelle qui se présente dans la cristallisation 
d'nn {Kilyèdre tel <pie [A’, o 1.’, oC, o PJ, lorsque l’on veut savoir si ee 
[Kilyèdre aura pour noyau un rhomboèdre on un prisme hexagonal régulier, 
est tout à fait du même ordre, au point de vue mécanique, que celle <jni se 
présente pour le polyèdre [a‘, oI^’, oL, fi PJ, lorsqu’on veut décider si ee 
polyèdre cristallisera dans le mode quaternaire octaédral, avec un octaèdre à 
base carrée pour noyau, on dans le mode (juaternaire hexaédral avec un 
prisme à base carrée pour parallélipipède générateur. 

fia même indécision ne subsiste plus jiour les polyèdres ternaires des i a' 
et iti' classes. t;ar les polyèdres 

I A’,ol/,oL, 11 j, 
fA>, 3I/,«C,1I, ’fP|. 

eontiennent le plan de .symétrie II, lequel appartient aux Assemblages 
sénaires, mais non aux ternaires. La cristallisation se lèra donc suivant le 
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systùine sénaire, et l’on aura 

pour le premier de ces polyèdres, S,, = [A*, Il J, 

pour le deuxième, S, = [A’, 3 L’, II, 3 P|. 

Troisiènif cas, où a<ji 4- i = (ly -i - 3 . 

Ce cas ne dilïèrc réelleinent pas du cas precedent, dont il n'a été séparé 
que pour en faciliter la discussion, l/axe principal A*'” se comportera 
comme s’il était simplement ternaire. 

Kn outre, il est facile de s’assurer t|ue, sur les (6y 4 - 3 ) axes binaires 
du symbole (fi j 4- 3 ) L’, il en existera toujours trois inclinés à fio degrés 
l’un sur l’autre, et par conséquent placés dans les mêmes conditions de situa- 
tion relative que les trois axes binaires 31 ,’ du polyèdre à axe ternaire et de 
même classe. Il en sera de même pour les plans de symétrie (6 j 4- 3 ) 1 ’. 

Tous CCS polyèdres se comporteront donc comme le feraient des polyèdres 
d’ordre ternaire et de même classe. 

Dans les 10', 1 1', 13 ', i 4 ' et i 5 ' classes, on aura la double solution de 
la cristallisation indifféremment sénaire ou ternaire. 

Dans les la' et ifi' classes, la cristallisation se fera siiiyant le système 
sénaire. 

Polyèdres des 17', 18', 19', ao' et 21' classes. — Tous ces polyèdres 
possèdent quatre axes ternaires, et trois autres axes, rectangulaires entre 
eux, dont la symétrie est tantôt binaire, tantôt quaternaire. Ces éléments de 
symétrie se retrouyent dans l’Assemblage terquaternaire ; c’est donc dans ce 
système que leur cristallisation deyra .s’opérer. Les polyèdres de la a Celasse 
donneront lieu à des cristaux holoédriqiies ; ceux des autres classes seront 
inériédriques. 

Polyèdres des aa' et a 3 " classes. — .l'ai montré dans mon Mémoire sur 
les polyèdres de forme symétrique (théorème LVIII) que les polyèdres 
j fi L’, 1 oL’, 1 5 L’, O C, O P I possédaient les axes de symétrie des polyèdres 
de la 17'’ classe, et que les polyèdres [fiL’, loL’, i 5 L’, C, i 5 P’| possé- 
daient la symétrie complète des polyèdres de la 1 8' clas.se ; ces polyèdres 
cristalliseront donc dans le système terquaternaire, et l’on aura, 

pour les polyèdres de la 22' classe, S,.= 3 L’, oC, oPj, 

pour les polyèdres de la a 3 ' classe. S, = [4 L’, 3 L’, (i, 3 P’ |. 
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Si maintenant nous faisons le relevé méthodique des différents c.ts que nous 
venons de passer en revue, et si nous distrilnions nos divei-s groupes de 
polyèdres parmi les sept systèmes cristallins, en rangeant sous l’cn-tête de 
chaque système toutes les formes polyédrales qui s’y rapportent, nous 
obtiendrons une nouvelle classification des polyèdres moléculaires distribués 
suivant le mode de structure de leurs Assemblages crLslallins. Ijc Tableau 
n“ VIII offre le résultat de ce travail. 

t)n a rapproché les uns des autres tous les genres «le polyèdres dont le 
polyèdre équivalent offre la même symétrie. La deuxième colonne du Tableau 
exprime les éléments de symétrie du polyèdre équivalent, c’est-à-direceux «le 
ces éléments qui se trouvent à la fois dans le polyèdre et «lans l'Assemblage. 

f)ii r«;marquera «jue, si l’on compare le symbole de l’A.ssemblage et celui 
du poly«'‘«lre l'quivalent, les mêmes letti'es y désignent toujours les nu'mes 
«dtanents ; mais, si l'on «‘ompare le symbole du poly<‘*dre équivalent avec celui 
«lu |)oly«'dre moléculaire, cette correspondance n’a pas toujours lieu. C’«'st 
ainsi que le polyèdre (Gydzi) L*, oC, fl, (<i y ± i) 1’] a poiii- 

polyèdre équivalent [a’, oI.’, oO, P, P'J; les éléments f.’, il, P du 
|)olyèdre ilonné, en se transmettant à l’Assemblage, s’y changent en 
P, P' et figurent, sous cette nouvelle forme, dans le deuxième symbole. 

Toutes les fois qu’on a dû faire figurer dans la première eolonne un 
polyèdre ayant un axe principal «l'«)rdre indéterminé, mais ap|>artenant à 
l’une des formes 

<iy, (>y±i,..., i«y±2, layrt.'i, 

où j est un nombre entier quelconque, on a ajouté immédiatement après, 
«lans la même «•olonne, le symbole du polyèdre le plus simple de toute la 
série, «;’est-à-dire «lu poly«'-dre correspondant à la valeur minimum du 
nombre y. 

On remarquera «|uc, «lans l«*s systèmes «piaternaire et séiiaire, la colonne 
intitulée « Symbole de la symétrie du polyèdre équivalent » contient quelques 
cas de doublt^ solutions. En voici l’cxplictition. 

On se rappelle «|ue, dans le système quaternaire, il existe des axes 
binaires L’ de première espèce, de paramètre égal à «, et des axes binairt^ 1 ,’’ 
«le «leuxième espèce, de paramètre égal à a I.es plans de symétrie P% P'* 
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normaux à ces axes sont aussi de deux espèces diflerentes. Lorsque le 
polyèdre moléculaire ne possi'de qu’une seule de ces deux espèces d’axes, 
rien n’indique d’avance si ceux-ci en se transmettant à l'Assemblage y devien- 
dront des axes de première es|)èce et de paramètre «, ou des axes de deuxième 
«■spèce et de paramètre a \J-i. La symétrie S. du polyèdre équivalent sera 
dénotée différemmeiit, suivant l’un ou l’autre de ces deux cas. Ainsi le 
polyèdre moléculaire f A’, al,’, oC, il’] peut se placer par rapport à son 
Assemblage quaternaire de manière à ce que ses axes % F,’ .se couclient, soit 
sur les deux axes binaires de première espèce, soit sur les deux axes binaires 
lie deuxième espèce de l'Assemblage. Dans le premier cas, on aura 

S, = [A*, uL’, oC, al’"], 
et, dans le second cas, 

S,= |A% iL'%oC, il>=|. 

Dans tout Assemblage sc'maii-e, il existe des axes binaires 31/ (jui sont de 
|)rcmière espèce et de paramètre égal à «, et des axes binaires 3 1/’ qui sont 
de deuxième espèce et de paramètre égal à a ^3. 11 en est de même pour les 
|>lans de symétrie normaux à ces axes. I.ors donc que le polyèdre moléculaire 
ne possédera qu’une seule de ces deux espèces d’axes, ou une seule de ces 
deux espèces de plans, il y aura lieu à des doubles solutions, provenant de ce 
<pie les axes ou plans de symétrie de la molécule pourront coinciiler tantôt 
avec les éléments de première espèce, tantôt avec les éléments de deuxième 
espèw de l’Assemblage. 

(iesdilFérences, qui tiennent à la nature d«*s cliosr's, doivent d'autant moins 
être passé-es sous silence, qu’elles peuvent se traduire au dehors par la pré- 
dominance de telles ou de telles formes cristallines. 

Définitions . — Nous désignerons dorénavant sous le nom d’rt.re.f communs, 
plans de symétrie communs dans un Assemblage ceux qui appartiennent 
aussi au polyèdre moléculaire, et sous le nom d’nj'CA dcjicients, plans de 
symétrie déficients d' un Assemblage ceux qui n’existent pas dans ce polyèdre. 

Les doubles solutions que nous venons d’indiquer consisteront donc en ce 
que les axes ou plans de symétrie communs pourront être tantôt ceux de pie- 
mière espèce, et tantôt ceux de deuxième espèce. 

XXX If ’ Cahier. 


Digifized by Google 



ÉTUDES CRISTALLOGRAPHIQUES. 


ai8 


}J III. — De l'influence qu'exerce la symétrie du polyèdre moléculaire 
sur la figure des formes cristallines obliques. 


lorsque le polyèdre moléculaire possède tous les éléments de symétrie de 
l’Assemblage, toutes les faces de même espèce sont identiques; par consé- 
quent, le nombre des faces des formes cristallines n’éprouve aucune réduc- 
tion, et le cristal est boloédrique. 

Il n’en est pas de même dans le cas contraire. Je supposerai que le symbole 
de la symétrie de l’Assemblage soit 

[QL»,Q'L^Q'’I/,C,/;P,//P',// P"], 


tandis que la symétrie commune à l'.Asscmblage et au polyèdre moléculaire 
sera représentée par 


IQ. I-’S Q'. I/. , Q-. , cC. P, P, P, P', p\ P"]. 


Je me bornerai dans ce paragraphe à considérer la réduction numérique 
qu’éprouve le système des faces homologues d'une face donnée (gbk), dans 
le cas oii cette face sera oblique, c’est-à-dire n’ofi’rira aucune particularité de 
position, n’étant ni parallèle ni normale à aucun des axes de symétrie du 
systi'me. La forme complète ou boloédrique continuera à être désignée par 
\ghk ]. I.Æ forme mériédrique le sera par le nouveau symbole u. \ghk\. 

Je vais examiner l’effet qu'exercera la symétrie déliciente du polyèdre 
moléculaire sur ces formes obliques, dans les cristaux mériédriques, et je 
discuterai le cas des formes restreintes dans le paragraphe suivant. 

Puisque [Q, IJ-, Q'^ L^' , Q' L^’ ] représente, par hypothèse, le système 
des axes communs de l’Assemblage et du polyèdre, il est clair qu’à chaque 
face (glik) correspondront {q, — i) faces directement semblables et identi- 
ques à (glik), distribuées autour de chacun des axes de symétrie L’", et par 
conséipient 

{q, — i) Q, faces homologues, par rapport aux axes Q, L*', 

(y, — i) Q’, faces homologues, par rapport aux axes Q', L’'. , 

(y, — i) Q’ faces homologues, par rapport aux axes ; 

ainsi Ion déterminera le nombre total des faces directement semblables et 


Digitized by Google 



ÉTUDES CRISTALLOGRAPHIQUES. 

identiques, par la formule 

' + (7. — ') Q. -+- (<7', — i) Q. (7. — ' ) Q', . 

• qui est l’analogue <Ie celle déjà obtenue à la page io8 de ce Mémoire. 

Si l'on compare ce nombre avec celui des faces directement semblables 
dans la forme holoédrique, représenté par 

' -t- (7 - ') Q + ('/ - •) Q' + (7' - ') Q". 

ou trouvera que leur rapport est celui de i à a ou de i à 4 (*)> sauf dans le 
cas où l'on aurait 

7 . = 7 . 7 , = 7 '. 7 ', = 7 ". 

Q. = Q, Q', = Q', Q; = Q": 

car alors ce rapport serait égal à l’unité. 

Si donc l’on pose 

• + (Vi — >1 Qi -I- (?‘, — ') Q' -t- (7*. — *10, ' 

■y' étant le rapport de ces nombres de faces, rapport susceptible des trois 
valeurs i > 7 » et si l’on continue à appeler N le nombre des faces de la 

fonue oblique holoédrique donné par l’équation connue 

N = a 1 1 -H (y — i) Q -H (y' — i) Q' -(- (y" _ i) Q" j, 
le nombre des faces directement semblables contenues dans la forme inérié- 

(*) La comparaison de U deuxième colonne du Tableau n* VIII avec les symboles de symétrie des 
sept systèmes cristallins montre facilement que • tout polyèdre qui possède tous les axes binaires d'un 
.Assemblage en posst'dc aussi nécessairement les autres axes j » il en résulte que , (>arroi les axes dèb> 
cients, se trouvent toujours compris des axes binaires. O’ia étant ailmis, soit .r le nombre des faces 
directement soinbUbtcs de la forme menèdrtqtte; si l'on fait tourner le système de ces faces autour de 
Kun des axes binaires de S«, on obtient, en réunissant les nouvelles positions des faces aux anciennes, 
un système de ax faces directement semblables, et qui seront identiques, relativemeutâ un polyèdre 
moléculaire qui, outre les axes L^', L*'<, L^i, posaederait Taxe de rotation comme axe de symétrie 
binaire. Si ce nouveau polyèdre ne contient pas encore tous les axes binaires de l'Assemblafie , soit 
sa nouvelle symétrie déficiente, et faisons-îe tourner autour de l'un des axes binaires de on 
obtiendra un système de 4-x' faces, et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on arrive à un polyèdre qui 
possède tous les axes de symétrie du polyèdre holoédrique, et alors le nombre total des faces homolu* 
^les ainsi obteoiies sera \ N donc on doit avoir 

ou x = |N, 

. ou ax = {N, 

ou 4 = T ^ * 

a«. 
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(Irique ju \gfik } sera 

Définitwns. — Lorsque l’on aura ■)-' = i , le polyèdre sera dit hohmxc; il 
posst'dera tous les axes de symétrie de l’Assemblage. 

fjoraque l’on aura y' = j, le polyèdre sera dit hémkure; un polyèdre lio- 
loaxe pourvu d’un axe principal devient bémiaxe, lorsqu’il perd ses axes non 
principaux , ou lompie le numéro d'ordre de son axe principal devient moitié 
moindre; un polyèdre sphéroédrique holoaxe devient bémiaxe, lorsque les 
numéros d’ordre de ses axes pairs deviennent moitié moindres. Il peut arriver 
([lie l’hémiaxie fasse disparaître les axes de symétrie; c’est ainsi que le polyèdre 
I oL, oC, P I peut être considéré comme un polyèdre bémiaxe du système 
binaire fA’, G, Il J. 

Loisque l’on aura y' — -j, le polyèdre sera dit tétartoa,ce ; un polyèdre 
à axe principal et boloaxe devient tétartoaxe par la suppression de ses 
axes binaires et la réduction à moitié du numéro d’ordre de son axe prin- 
cipal. Ainsi [a*, oL’, oC, oP| est tétartoaxe par rapport au jmlyèdre 
l A‘, 3L% 3L'% oC, O P]. 

Lorsque l’ou fait tourner la forme mériédriqiie u\ghk\ de i8o degré-s 
autour de l’un des axes binaires déficients de l’As-semblage, on obtient une 
nouvelle forme | ghk j que nous nommerons forme conjuguée de u \gkk |. 

Dans les polyèdres holoaxes, les formes cristallines ne pos-sèdent pas de 
formes conjuguées. 

Dans les polyèdres hémiaxes, à chaque forme cristilline correspond sa forme 
conjuguée (]ui,étantréunie à laformeprimitive, conslituera une forme holoaxe. 

Rntin, dans les polyèdres tétartoaxes, à chaque forme cristalline corres- 
jwndent trois formes conjuguées distinctes, et la réunion des quatre formes 
conjuguées reproduira la forme holoaxe. 

Voyons maintenant s’il existe des faces inversement semblables tians la 
forme mériédrique u\ghkl. 

Si l’on n c = — = o, il est clair qu’il ne peut exister de face 

inversement semblable, identique à {gfik) (*). Donc alors le nombre total 
des faces de la forme ,« \gkk \ .sera égal à ^ Ny'. 

Si au contraire on a c = i , ou /?, , ou p\, ou p\ > o, c’est-à-dire s’il 

( * ) Sauf cependant dan& un caa relatif au système quaternaire , ras qui sera eaaiiiinè à la page 379. 
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existe un centre de symétrie, ou un ou plusieurs plans de symétrie dans le 
|>olyèdre, la face aura au moins une face inversement scmhlable qui 

lui sera identique: or, à cette dernière face correspondront ^ Ny' — i homo- 
logues qui lui seront identiques et directement semblables; donc alors il 
existera 5N7' faces identiques, toutes inversement semblables à et 

le nombre total des faces de /u. (gftk) sera égal à Ny'. 

D'où l’on voit que le nombre des faces de fi \ghk \ peut être représenté 
j)ar Ny'y", y" étant un coefîicient égal à 1 , si l’on a c, ou p,, ou //, , 
ou //, > O, et égal à si l’on a c = p,= = o. 

Tout polyèdre moléculaire qui ne possi-de ni centre ni plans de symétrie, 
mais seulement un ou plusieurs axes, sera appelé polyèdre hémisymètrique ; 
les formes cristallines auxquelles donnera lieu un tel polyèdre ne renferme- 
ront jamais que des fac«s directement semblables entre elles. 

Tout |)olyèdre moléculaire qui possède un centre de sytnétrie sera dit 
polyètlre rentré. I,e centre de symétrie sera toujours accompagné de jjlans 
de symétrie, s’il existe <les axes d’ordre pair dans le polyèdre. 

Knlin, tout polyèdre moléculaire dépourvu de centre, mais possédant un 
ou plusieurs plans de symétrie, sera appelé polyèdre dichosymc'trique. Les 
fonnes cristallines auxquelles donnent nais-sance les polyèdres centrés on 
rlicliosymétriques se composeront toujours de faces directement semblables 
et d’un nombre égal de faces inversenjcnt semblables. 

De là résulte la classillcation suivante des [)olyèdres moléculaires : 

1". tloloaxes centrés ou boioédriques, 
a". Holoaxes liémisymétriqnes, 

'1°. Hémiaxes centré-s, 

4". Hémiaxes dichosymétriques. 

Hémiaxes béinisymétriques, 

G”. Tétartoaxes centrés, 

Tétartoaxes dichosymétriques, 

8°. Tétartoaxes hémisymétriques. 

IjCS mêmes dé-signations peuvent s’appliquer aux cristaux auxquels ces 
polyèdres donnent naissance. 

Dans les cristaux a®, 3” et 4°) toute forme oblique fi est hémiédrique, 
et n’a que la moitié de ses faces. 
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Dans les cristaux 5 ", 6” et 7°, toute forme oblique « | ! est tétartoédri- 

quc, et ne conserve que le quart de ses faces. 

Enfin, dans les cristaux 8°, toute forme oblique j g’/tA | est hémitetartoc- 
drique, et ne conserve que le huitième de ses faces. 

1.1a classification que nous venons de faire a pour but de réunir sous un 
titre collectif des cristaux mériédriques jouissant de propriétés géométriques 
ou physiques qui leur sont communes. Ainsi nous verrons, dans la troisième 
imrtie de ce Mémoire, les cristaux hémiaxes donner lieu à des phénomènes 
d'emboîtement que l’on n’observe pas sur les cristaux holoaxes. Tous les 
cristaux connus jusqu’à ce jour comme doués de pouvoirs rotatoires optiques 
appartiennent à la catégorie des cristaux hémisymétriques. Tous les cristaux 
connus jusqu’à ce jour comme jouissant de propriétés pyroélectriques (sauf 
le rnésotyj)e et la prehnite, qui n’ont été que peu étudiés) sont des cristaux 
hémiaxes dichosyniétriques. 

Ij’héniiédrie à faces parallèles des cristallographes allemands correspond 
au cas des polyèdres centrés, et l'hémiédrie à faces inclinées, au cas des polyè- 
dres dichosyniétriques ou hémisymétriques. 

Nous allons maintenant passer en revue les effets de la mériédrie sur les 
formes cristallines obliques, dans les différents systèmes cristallins. Cette 
analyse nous conduira à une classification des cristaux mériédriques iden- 
tirpie au fond à celle proposée par M. Frankenheim, dans les /feta Aca- 
demiœ miturœ Curiosonun, t. XIX, 2' partie. 

Pour obtenir tous les cas de mériédrie possibles, on désassociera les N faces 
de la forme holoédrique, en rangeant sous le même en-tête celles de ces faces 
cpii restent toujours associées entre elles, quelle que soit la symétrie déficiente 
du polyèdre moléculaire. Dans les tableaux suivants, en tête de la première 
colonne figurent les éléments de symétrie qui servent à faire dériver les faces 
de cette première colonne de la face déterminante de la forme, face (ghk) 
ou [ghik). En tête de chacune des autres colonnes figurent les éléments de 
symétrie qui servent à faire déi-iver les faces de cette colonne des faces de la 
jiremière colonne. Ce mode de distribution des faces est tout à fait analogue 
à celui qu’ont employé M. Miller, dans son Traité de cristallographie, et 
plus tard M. Frankenheim, dans son System der Krystalle. 
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Tableau des 48 Jaces de \gbk\, dans le Système terquatemaire. 


Col. I 

Coi. 11. 

Col. 111. 

Col. IV . 

3 f, 4 L' 


C,3P 

6P 

ghk 

gkH 

girk 

~g~kh 

ghk 

gk h 

ghk 

gkh 

ghk 

g k h 

ghk 

gkh 

ghk 

gkh 

ghk 

gkh 

hk g 

hgk 

h~k~g 

hgk 

hkg 

hgk 

hkg 

hgk 

h kg 

hgk 

hkg 

hgk 

hJg 

hgk 

hk} 

hgk 

kg h 

k h g 

kgh 

~khg 

kgh 

kh g 

kgh 

khg 

k gh 

kh g 

kgh 

k h} 

k gh 

khg 

kgh 

khg 


Pour dresser ce tableau, on a d'abord séparé en ses deux demi- 

formes directe et inverse, puis on a réuni dans la colonne I les douze faces 
directement semblables entre elles par rapport aux axes 3L’, /fi', qui 
constituent la symétrie minin)uin du polyèdre moléculaire susceptible de 
cristalliser dans ce système. 

Les faces {ghk), {ghk), (gïtk) sont les homologues de {ghk) par rapport 
aux axes 3L“, qui sont les trois axes coordonni^i de l’As-seniblage, rectan- 
gulaires entre eux. Si l'on prend les homologues de ces quatre premières faces 
par rapport aux axes ternaires, au moyen des permutations circulaires des 
caractéristiques, on achèvera de former la colonne I. Cette colonne |>orte en 
tête le symbole [3L’, 4L'J qui indique comment les faces qu'elle contient 
dérivent les unes des autres. 

La colonne II dérive de la colonne I eti permutant entre elles les deux 
dernières caractéristiqiies, et changeant ensuite le signe de la dernière; géo- 
métriquement, cela revient à faire tourner de 90 degrés la face autour de 
l'axe coordonné auquel se rapporte la première caractéristique. 

Cette colonne porte en tète le symbole 3 L’ % 6L'*, qui indique que les 
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axes 31 sont devenus quaternaires, et que le polyèdre moléculaire a gagné 
les six axes binaires G I/’. 

I «i colonne III dérive de la colonne I en changeant les signes de toutes les 
caractéristiques; on obtient ainsi les faces parallèles et opposées à celles de 
la colonne 1, ce qui indique que le polyèdre moléculaire est maintenant 
pourvu d’un centre de symétrie; comme les plans 3 P’ accompagnent tou- 
jours ce centre, l’en-tète de la colonne sera G, 3 P’. 

De même la colonne IV dérive de la colonne II par le changement de 
signe des caractéristiques; mais, comme on peut aussi faire dériver les faces 
<li‘ la colonne IV de celles de la colonne 1 au moyen des plans de symé- 
trie G P, on a écrit ce dernier symbole en tète de la colonne IV. 

(ies dilTérents modes de dérivation géométrirpie peuvent se suivre faci- 
lement sur la /ig. lo qui représente, en projection orthogonale, la distribu- 
tion des pôles des faces (c'est-à-dire des [loints de tangence de ces faces avec 
la sphère inscrite à la forme) sur l’hémisphère supérieur d’une sphère que 
i-oupc en deux un plan normal à l'un des trois axes quaternaires de l’.^s- 
semblage. Cet axe est pris pour axe des z et se projette orthogonalement sur 
le point O; OX, OV sont les moitiés positives des deux autres axes quater- 
naires. Le plan XOY étant un plan de symétrie du système, les pôles des 
laces <le l’hémisphère inférieur ont les mêmes projections que ceux des faces 
de l’hémisphère supérieur; on passe de ceux-ci à ceux-là en changeant le 
signe de la troisième caractéristique. Les pôles 1 1 i , i i i , i 1 1 , 1 1 1 sont les 
extrémités supérieures des (juati-e axes ternaires du système. 

Lu polyèdre moléculaire de symétrie connue étant donné, pour obtenir les 
laces de sa Ibrme méricdriqiie u\ghk\ il suffira de réunir entre elles les 
colonnes dont les en-tête forment, étant rapprocliés, le symbole complet 
de sa symétrie. C’est ce que nous allons faire voir, en |)assant successive- 
ment en revue les différentes espèces de polyèdres qui cristallisent dans le 
système terquaternaire. 

Polyèdre [3L’, .\h’, oC, oPJ; la forme terminée par les faces de la 
colonne I sera sa Ibrme mériédrique. Elle comprend douze faces; elle est 
d.'uic tétartoédrifpie; on pourrait ra[)pelei yô/7A(e hcmiasc hcmisymétrUfiic 

Polyèdre |3L“, 41'*» f', 3P^J; la forme est terminée par les faces des 
colonnes I et III r on peut la désigner sous le nom de forme hemmxc cetüréc. 
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Polyèdi'C [3fj“, oC, GP]; la forme correspondante est terminée 
par toutes les faces des colonnes I et IV : on pourrait l’appeler forme hémiaxe 
dichos > métrique . 

Polyèdre |3L*, 41'*» 6L’, oC, oPj; la forme sjt.\ghJ<\ est terminée par 
toutes les faces des colonnes I et 11, et peut être désignée sons le nom de 
forme lutloaxe hémisy métrique. En réunissant les en-tête des colonnes pour 
reconstituer le symbole, il faut avoir soin de changer 3 L*'* en 3 L*. 

Ces trois dernières formes sont hémiédriques. 

Polyèdre [31/, 4^-'’» 6L’, C, 3P', GP^j; la forme est hoioédriqne et 
comprend les (piarante-hnit faces du tableau : en réunissant les symboles des 
en-tête, on devra changer 31” en 3 P* et GP en Gl”. 

I>es formes liémiaxe bémisymétrique, hémiaxe dicliosymétrique, holoaxe 
bémisymétrique sont les formes hémiédriques à faces inclinées des cristallo- 
graplies allemands. La forme hémiaxe centrée est la forme hémiédriqiie à 
faces parallèles. 


Tableau tics focei de j, dans le Système sénaire. 


Cul. 1. 

Ul |[. 

Col. 111. 

Col. IV. 

Col. V- 

Col. VI. 

CoL. Vit. 

coi. vin 

A* 

V 

3L* 

3L'* 

C 

Il 


3P 

ghii 

ghik 

gihk 

gikk 

ghik 

ghik 

g ih k 

gihk 

higA 

hi g k 

ihgk 

ihgk 

hi g k 

higk 

ihgk 

ihgk 

ighk 

igk h 

hgik 

hgik 

ighk 

ighk 

hgik 

hgik 


Pour dresser ce tableau, on a d’abord séparé \ghU{ \ en ses deux demi- 
formes directe et inverse, puis on a réuni, dans la colonne 1, la face déter- 
minante (ghik) avec les deux faces directement semblables, que l’on obtient 
par des rotations de i ao degi«-s de (ghik) autour de l’axe principal considéré 
comme simplement ternaire; pour cela, il siiflit de permuter circulairement 
les caractéristiques g", /« et i. L’on a écrit le symbole A’ en tête de cette colonne. 

I.ia colonne II comprend les trois nouvelles faces directement semblables 
à (ghik) que l’on déduit des précédentes en considérant l’axe A* comme un 
axe à la fois ternaire et binaire, c’est-à-dire en changeant A’ en A*. 
xxxir- Caktcr. 19 
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Les colonnes III et IV comprennent les faces homologues de {ghik) par 
rapport aux axes 3 L* et 3 L" de l'Assemblage. 

I>a demi-forme directe étant épuisée, on obtiendra les colonnes V, VI, 
VII et Mil, en changeant tons les signes des caractéristiques dans les 
colonnes I, II, III et IV. Les en-tête de ces nouvelles colonnes rej)résentent 
les éléments de symétrie qui peuvent servir à faire dériver directement les 
faces de chacune de ces colonnes an moyen des faces de la colonne 1 . 

On trouvera représentées, dans la Jig. 1 1 , les ])ositions des pôles des faces 
qui dépendent de l’hémisphère supérieur, la sphère étant censée coupée en 
deux par un plan normal à l’axe sénaire, et les projections étant supposées 
orthogonales. Le plan de projection contient les axes binaires de pieinière 
espèce OX, OV, OT; 1010,0110, 1100, 1010,0110, 1 1 00 sont les extré- 
mités des axes binaires de deuxième espèce. Le plan XYT étant un plan 
de symétrie du système, les pôles des faces de l’hémisphère inférieur ont 
mêmes projections que ceux des faces de l’hémisphère supérieur; on peut 
jiasser des uns aux autres en changeant le signe de k. 

Si maintenant on veut savoir (juelles sont les faces de la forme «jg/i/X ), 
pour l’un tpielconquc des polyi-dres moléculaires qui cristallisent dans le 
système sénaire, et dont le Tableau n” VUI nous donne la liste générale, il 
suffira de réunir entre elles les colonnes dont les en-tête embrassent les divers 
éléments de la symétrie du polyèdre. Voici le résultat de cette analyse. 

Polyèdre [.V’, oL’, oC, oP] ; la forme est terminée par les trois faces de 
la colonne 1 ; on peut la nommer forme tctartomvc hémisfmclrifjite. Elle est 
hémitétartoédrique. 

Polyèdre fA’, oL’, G, oP] ; forme terminée par les faces des colonnes I 
et V; on peut la nommer forme tétartotuve centrée. 

Polyèdre | A’, oL’ , oG, II]; forme terminée par les faces des colonnes I 
et VI; on la nommera forme tétartoa.re dichosymetrique principale. 

Polyèdre [ A’, oL’, oG, 3 PJ ; forme terminée par les faces des colonnes I 
et VII ; on la nommera forme tétartoa.ve dichosymetrique de première espece. 

Polyèdre [a* , o L’ , oC , 3 P* ] ; forme terminée par les faces des colonnes I 
et VUI; on la nommera forme tétartoa.re dichosymetrique de deuxième 
espèce. 
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Polyèdre [a*, oL’, o(>, oP]; forme terminée par les six faces des 
colonnes 1 et II ; on la nonunera forme hémiaxe Itémisymclri^ue principale. 

Polyèdre [A*, 3L’, oC, oP J ; forme terminée jwr les faces des coloimes I 
et 111; on peut la nommer forme hémia.ve hémisjmétrûpte de première 
espèce. 

Polyèdre [ A’, 3L'% oC, oP J ; forme' terminée par les faces des co- 
lonnes 1 et IV; on peut la nommer forme hémiaxe hémisymétrique de 
deuxième espèce. 

Toutes ees formes sont tétartoédriques. 

Polyèdre [ A*, oL’, C, n] ; forme terminée par les douze faces des 
colonnes 1,11, V' et VI; on peut la nommer forme hémia.ve centrée principale. 

Polyèdre [A’, 3L’,C, 3P’]; forme terminée par les douze faces des 
colonnes I, III, et MI; on peut la nommer forme hémiaxe centrée de pre- 
mière espèce. C’est la forme lioioédrique du système ternaire. 

Polyèilrc [A’, 31,'*, C, 3 P'* J; forme terminée par les douze faces des 
colonnes I, IV, V et VIII; on peut la nommer forme hémia.re centrée de 
deuxième e.ipèce. 

Polyèdre [A*, oL’, oC, 3 P, 3 P' J ; forme terminée par les douze f.aees des 
colonnes I, II, VII et VIII ; on peut la nommer /orme hémia.ve dicho.iymé- 
trique principale. 

Polyèdre [A*, 31,’, o(i, II, 31’'] ; forme terminée par les douze faces des 
colonnes 1, 111, VI et Mil; on peut la nommer forme hémiaxe dichosymé- 
trique de première espèce. ' 

Polyèdre [A’, 3L'’, oC, n, 3P]; forme terminée par les douze faces des 
colonnes I, IV, VI et\’Il; on peut la nommer forme kémia.re dichosymé- 
Irique de deiu'ième espèce. 

Polyèdre [a‘, 31,’, 3L'*, pC, oPj ; fonné terminée |wr les douze laces 
des colonnes I, II, III et IV; on la nommera forme holon.ve hémisymétrique. 

Toutes ces formes sont héniiédriques. 

Polyèdre [a‘, 31,’, 3L’’, C, n, 3P’, 31’’’]; forme terminée par les 
vingt-quatre faces du tableau, ou forme lwloa.xe centrée, ("est la forme holfic- 
drique du système sénaire. 

Quelques-unes de ces formes reproduisent, soit la forme lioioédrique, soit 
les formes mériédriques du système ternaire : on ne peut alors reconnaitre 

29. 
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si la cristallisation s’est opérée dans le système ternaire ou dans le système 
sénaire, qu’en tenant compte du clivage et de la densité réticulaire des faces 
dominantes. 


Tableau tlei i6 faces de ^gh k j, dans le Système quaternaire. 


1 

Col. Il 

Cou ni. 

Coi.. IV. 

Coi. V. 

Col. VI. 

Coi. VII. 

Col. V ai. 1 

B 

B 

a C’ 

mm 

C, n 

B 

B 

B 

H 

B 

g hk 

hg'A 

m 

B 


B 

B 

B 

ghk 

kg k 

mm 

mm 

B 

wÊ. 


On a dressé ce tableau d’aprè-s les mêmes principes qui ont servi à dresser 
celui du système sénaire, avec cette différence que les faces se groupent, non 
plus de trois en trois, mais de deux en deux, et que le symbole du plan de symé- 
trie n, qui accompagne toujours le centreC, a dû passer de la sixième à la cin- 
quième colonne. Pour savoir dans quel cas les face» de la sixième colonne 
devront appartenir à la forme niériédriqtie /jL\ghk | d’un polyèdre moléculaire 
donné, il suflira de se rappeler (jue le nombre des faces étant toujours 4, 1^ 
ou ifi, le nombre des colonnes à réunir doit toujours être un nombre pair. 

La Jig. 1 2 montre les projeetions orthogonales des pôles des faces de 
riiémisphère supérieur, la sphère étant coupée en deux par le plan normal 
H l’axe principal. Les droites OX, OY sont les axes binaires de première 
espèce de l'Assemblage; i lo, i lo, i lo, i lo sont les extrémités des axes <le 
deuxième espèce. Les pôles des faces de l’héniisphère inférieur ont mêmes 
projections que ceux de l'hémisphère supérieur : on passerait de ceux-ci à 
ceux-là en changeant le signe de la caractéristique k. 

Les différents cas qui peuvent se présenter sont les suivants : 
l’olyèdre [A*, oL’, oC, oP] ; la forme est terminée par les quatre faces 
des colonnes I et II: en réunissant les en-tête de ces colonnes, onremplacera 
A* ’ par A* ; cette forme pourra être appelée forme hémiaxe kémisymé- 
irujtie. Elle est tétartoédrique. 

Polyèdre [A*, oL’, C, n]; forme terminée par les huit faces des colonnes 
1, II, V et VI ; on la nommera forme hémiaxe centrée. 
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l’oiyùcire [a‘, oI,’, oC, 2 P, aP' | ; forme terminée p:ir les huit faces des 
colonnes I, II, VII et VIII; on peut lu nommer forme héminxe dkliosyrné- 
trif/ue principale. 

Polyèdre [A’, aL’, oC, aP'j; forme terminée par les huit faces des 
colonnes I, III, VI et VllI ; on peut la nommer forme hémUuve didutsy- 
mclrûpie de première e.tpèce. 

Polyèdre [A% al/’, oC, a P); forme terminée p,ar les huit faees des 
colonnes 1 , IV, VI et VII; ce sera la forme hémiajce dichosymétrâjiie de 
deu.vicme espèce. 

Polyèdre [A*, aL’, al/’, oC, oPJ; forme terminée par les huit fttees des 
colonnes I, II, III et IV'; on peut la nommer forme lioloa.re hémisymétrifptc . 

Toutes ces formes sont hémiédriques. 

Polyèdre [A*, aL’, al/’. G, n, a P’, 2 P'’J; forme terminée par les seize 
faces du tableau ; on peut la nommer forme holonxc centrée. C’est la forme 
hoioédrique du système quaternaire. 

Il serait possible qu’il se rencontnit dans la nature un polyèdre molécu- 
laire dont les sommets bomolognes seraient disposés quatre à quatre autour 
d’im axe binaire central, comme le sont dans la fig. 1 2 les pôles ghk, g hk, 
hgk, Il gk, autour de l'axe normal au plan de projection. Un tel polyèdre 
obéirait à des lois de symétrie dilférentes de celles que je me suis borné à con- 
sidérer dans mon Mémoire sur les polyèdres de forme symétrique. Quoique 
ayant pour symbole de symétrie [A’, oC, oP j, il pourrait cristalliser dans le 
système quaternaire. La forme mériédrique correspondant à ce genre de symé- 
trie moléculaire compremirait les quatre faces des colonnes I et \'I de notre 
tableau. Ces polyèdres oflriraient cette circonstance digne de remarque, que 
deux faces inversement semblables, telles que (ghk) et (h g k), pourraient être 
identiques, quoique le polyèdre moléculaire ne possédât ni plans, ni centre 
de symétrie ; rien de pareil n’a lieu pour les polyèdres moléculaires que nous 
nous .sommes bornés à considérer jusqu’ici, ou que nous considérerons par 
la suite. 

.l’ai exclu les polyèdres qui offriraient ce singulier genre de symétrie de 
l’étude générale que j’ai faite des polyèdres symétriques, avec d'autant moins 
de scrupules qu’il ne parait pas que ce cas singulier se rencontre dans la nature. 
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Toutefois, je l’ai atiniis dans le tableau final (Tableau n“ IX) des différentes 
espèces d’bémiédrie : pour distinguer un tel polyèdre, on pourrait le repré- 
senter par le symbole [A“, oC, oP]‘, l’exposant f\ étant destiné à indiquer 
(jue la cristallisation s’opérera dans le système quaternaire. 

Tableau des la faces de dans le ^stéme ternaire. 


Col. 1. 

Coi. II. 

Col. m. 

Col IV. 

S' 

3L* 

C 

31* 

g hit 

-c 

g h il 

g il t 

h igt 

ihgi 

h igt 

i hg t 

ight 

h g ik 

ight 

h git 


Ce tableau peut être dressé d’après les mêmes principes qui nous ont guidé 
eu dressant le tableau tles faces du système sénaire. Du reste, on j>eut se 
borner à réunir les colonnes I, TII, V et VU de ce dernier tableau, en con- 
servant leurs en-tête. 

I.a fig. 1 3 représente en projection orthogonale les pôles des douze faces 
de la forme complète; elle est la répétition de La fig, 1 1 , avec cette seule 
difféi'ence que l’on a changé le signe de k pour les pôles gikk, ighk, l/igk, 
ghik, hglk et higk\ les ronds noirs indiquent les pôles des faces de l'hé- 
misphère inférieur. 

Il peut se présenter les cinq cas suivants : 

Polyi-dre | A’, oL’, oC, oPj; la forme est terminée jwr les trois faces de 
la colonne I ; on peut la nommer forme hémiaxe hémisrniétrûjue. Elle est 
tétartoédrique. 

Polyèdre [A’, oL’, C, oPj; la forme comprend les six faces des colonnes 
I et III ; on peut la nommer forme hémiaxe centrée. 

Polyèdre [.'V*, oL’, oC, 3 PJ; la forme comprend les six faces des colonnes 
I et IV; on peut la nommer forme hémiaxe tUchusymctriijuc. 

Polyèdre [A% 3L’, oC, oP|; la forme correspondante embrasse les six 
laces des colonnes 1 et II ; on la nommera forme holoa.ee hémisymétrujtie. 

Ces trois dernières formes sont bémiédriques. 
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l’olyùdre |a’, 'if-’, C, 3P“J; forme holoa-ve centrée, et par conséquent 
lioloé(lri(|iie, comprenant les douze faces de notre tableau. 

rrf*s eiiif| cas que nous venons d’examiner se retrouvent aussi dans le sys- 
tème sénaire; la disposition des formes prédominantes et le sens des clivaj^es 
serviront à fixer le choix de l’observateur entre les deux manières différentes 
dont la cristallisation de la subsUince pourra être interprétée. 

Tahlcau des 8 faces de la forme j^/iA j, dans le Système terliinaire. 


roL. I . 

Cot. U. 

Col. IU. 

Cot. IV. 

A* 

L\ V 

C, n 


gk k 

gk ï 

-g U 

gki 

ghi 

gki 

gki 

gki 


On a construit ce tableau d’après les mêmes principes qui ont servi pour 
les tableaux précédents. On peut l’obtenir en rapprochant l’une de l’autre 
les colounes I, III, V et V'II du tableau du système quaternaire, en cban- 
geant l’en-tète ai/ en L’, I/’, et l’en-tête a P’ en P, P'. 

La sphère qui contient les |iôles des faces étant supposée coupée par le 
plan ri en deux parties égales, la fig. i4 offre les pôles de l’hémisphère supé- 
rieur en |)roj'ection orthogonale sur ce plan. Les droites OX, OY sont les 
moitiés positives des axes binaires L’, L". En changeant â en ^ sur la figure, 
on aura les projections des |)ôles de l’hémisphère inférieur. 

Trois sortes de polyèdres cristallisent dans le système terbiiiaire. 

Polyèdre [A*, oL’, oC, P, P'|; la forme se compose des quatre faces 
contenues dans les colonnes I et IV ; on la nommera forme hémiaxe dichosy- 
nu'lritjue. 

Polyèdre [aL L’, I/’, oC, oP]; la forme se compose des quatre faces 
contenues dans les colonnes 1 et II ; on la nommera forme holoaxc hémisymé- 
trùjue. Cette forme est hémiédrique, comme la précédente. 

Polyèdre [A“, L’, I/’, C, n, P’, P'* ]; la forme comprend les huit faces du 
tableau; elle est holoaxe centrée, et par conséquent holoédrique. 
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a’ia 


Tableau îles 4 faces de ta forme ^ghik j , dans le Système binaire. 


Col. I. 

Col. II. 

coi. m. 

Col IV. 

m 

A* 

c 

TI 

g Ai A 

g Â i A 

g À i À 

ghik 


I.a loriiiatiun tic ce tableau n’ofirc aucune tlilTiculté, après que l'on a 
séparé la forme générale en ses deux deini-forines directe et inverse. I.a 
colonne 1 manque d’eii-téte; mais cette cireonstanee ne peut nous induire en 
erreur; car la face (ghik), étant là déterminante de la forme, sert de départ 
commun à toutes les formes boloédriques ou meriédriques. 

La fig. 1 5 offre la projection des pôles sur le plan II ; OX, OY, OT sont 
les trois Rangées coordonnées situées dans ce plan ; les pôles supérieurs se 
projettent sur les projections des inférieurs, le pôle ghik recouvrant gkik , et 
le pôle ghik recouvrant ghik. 

Ou peut avoir, dans ce système cristallin, à considérer les trois polyèdres 
suivants : 

Polyèdre [olj, oG, II]; la forme comprend les deux faces des colonnes I 
et 1\ ; elle sera dite forme hémituve dichosymélrique. 

Polyèdre |a’, oG, oPJ; la forme consiste dans les deux faces des colonnes 
I et II ; elle sera dite holorute hémisymélrit/ue. Gette forme et la précédente 
sont liémiédriques. 

Polyèdre [A’, G, 11]; la forme (îompreud les quatre faces du tableau; elle 
est holoa.rc centrée, et par conséquent lioloédriquc. 

Tableau des a faces de { g /i ^ ] , dans le Système asj mctrii/ue. 


Ou. 1. 

Col. II. 

. 

C 

ghk 

1 

gkk 

1 
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Il ne peut se présenter que deux cas, selon que le polyèdre moléculaire 
possède ou non un centre de symétrie. 

Polyèdre [oL, oC, oPj; la forme est à une seule face; on peut l'appeler 
forme non centrée. Cette forme est liémiédrique et peut être considérée 
comme rentrant dans la catégorie générale des formes hémisymétriques. 

Polyèdre [oL, C, oPj; la forme est à deux faces parallèles ; on peut l'ap- 
pelcr forme centrée. C’est une Ibrme holoédrique. 

Lorsque la position des axes d’un cristal aura été exaetement fixée , la 
détermination précise d'une seule forme oblique, du nombre et de la 
situation de ses différentes faces par rapport aux axes et plans de symé- 
trie de l’Assemblage, conduira toujours à la connaissance de l’espèce 
d’hémiédrie propre au cristal, et, par conséquent, à celle de la symétrie 
du polyèdre moléculaire ou tout au moins du polyèdre qui lui est é(jui- 
valent. 

Mais comme la cristallisation produit beaucoup plus fréquemment des 
formes restreintes, parallèles ou normales aux axes, que des formes obliques, 
comme ces dernières se montrent même assez rarement dans les systèmes 
cristallins dont la symétrie est la plus élevée, il importe de rechercher 
quelles modifications la nature de la symétrie propre au polyèdre molécu- 
laire peut exercer sur ces nouvelles formes. 

Jj IV. — De l'influence qu’exerce la symétrie du polyèdre moléculaire 
sur la figure des formes parallèles ou normales. 

Pour déterminer les modifications qu’éprouvent les fonnes parallèles ou 
normales dans les cristaux mériédriques, on [>eut employer deux méthodes 
différentes, la méthode des symimles et la méthode géométrique. 

La première est d’un emploi facile ; un exemple suffira pour la faire com- 
prendre. 

On demande ce que devient la forme | g’og'A- j, dans le cas du polyèdre 
[a*, 3L'’, oG, II, 3 P] cristallisant dans le système sénaire. 

Formez le tableau des faces pour la forme hémiaxe dichosymétrique 
de deuxième espèce. Pour cela, réunissez dans le petit tableau qui suit les 

XXX/f’’ Cahier. 3o 
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coloiinos I, IV, VI et Vil du tableau de la |)a^'C 2X>; vous aurez 






ghik 

gi h k 

ghik 

te i h k 

higk 

U, g k 

higk 

i h gk 

ighk 

tigi k 

ighl 

h gi k 


Change/, dans ce tableau h en o et i en g; il deviendra 



ggo^ 

g°gh 

g go h 1 

0 s R ^ 

gog* 

oggi 

gogt 

egish 

ogg^ 

ggt>* 

ogg* 


Kn comparant ces douze sjTnboles, vous verrez que les six dernières faces 
se confondent avec les six premières, et que la demi-forme inverse coïncide 
avec la demi-forme directe. Le noml)re des faces rtfellement distinctes sera 
donc réduit à six, et il sera facile de reconnaître que la figure de la forme sera 
un ditrièdre, ou hexaèdre à six triangles isocèles. 

Cette méthode de l'identification des symboliîs a déjà été employée par 
M. Miller pour faire dériver le nombre des faces des formes restreintes du 
nombre des laces de la forme oblique, dans le cas de l'holoédrie; on voit que 
l'on peut l'appliquer avec le même succès aux cristaux mériédriques. 

IjS seconde méthode est basée sur les deux tliéorèmcs suivants ; 

1°. Toute forme oblique, en devenant orthoparaUèle, perd la moitié de 
ses faces, si le plan normal à l'axe parallèle à la forme est un plan de symé- 
trie du polyèdre moléculaire; alors les deux demiformes directe et inverse 
se confondent. Dans le cas contraire, la forme conserve ses faces. 

a®. Toute forme normale à un cure perd la moitié de scs faces, lorsque 

le polyèdre moléculaire, cessant d’etre holoédrique, ne possède plus ni centre 
de .symétrie, ni plan de symétrie normal à l'axe L*, ni axe d’ordre pair 
normal à ce meme are; alors, de deux faces parallèles, l'une disparaît, cl 
la forme offre les caractères de l’hémiédrie a faces inclinées. Dans le cas 
contraire, la forme conserve ses faces. 

l.a démonstration de ces théorèmes ne saurait offrir <le difficultés pour le 
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lecteur. Pour les appliquer, il suffira de se rappeler la position relative des 
axes et plans de symétrie de l’Assemblage. 

Le Tableau n° IX a été dressé d’après ces principes. Il offre une classi- 
lication analogue à celle de ,M. Fraukenheini, ou du moins qui n’en diffî-re 
que dans des points d’un intérêt secondaire. La deuxième colonne renvoie, 
pour le détail des faces de chaque forme oblique, aux colonnes des tableaux 
du paragraphe précédent. Pour distinguer entre elles les formes d'un égal 
nombre de faces, mais de figures différentes, on a ajouté une grande lettre 
romaine à ce nombre. Voici la liste et le nom de toutes ces fonnes : 

j 8 , hexakisoctaèdre, tétracontaoctaèdre (*); 

^ 4 -^, trapé/.oidicositétraèdre ; 

7411, hexakistétraèdre ; 
u 4 C, icositétraedre pentagonal ; 
x 4 D, triakisoctaèdre et trapézoèdre ; 
a 4 E, tétrakisbexaèdre ; 

•a 4 F, didodécaèdre (**) ; 
i 6 , dioctaèdre (***) ; 

fi A, de figure variable, non encore observée; 
laB, triakistétraèdre et deltoidododécaèdre ; 

12C, dodécaèdre pentagonal, hémitétraki-shexaèdre ; 
laD, dodécaèdre rliomboïdal; 

I a E, birhomboèdre ; 

laF, scalénoèdre, métastatique; 

I aG, forme ouverte consistant en un pointement à douze faces; on pourrait 
l’appeler monakisdodécaèdre ; 


(*) Dans le cristal rc^ièrcnH'nt conforme, chaque face est la section plane tl*unc pyramide trian- 
gulaire k angles dièdres de 90 , 60 et ^5 degrés , dont les trois arêtes sont Tun des axes qunternairi^s, 
l'un des axes ternaires et l'un des axes binaires voisins. 

(**) Chaque face est la section d'une pyramide triangulaire à angles dièdres de 90, 90 et 3 o degres , 
dont les trois arêtes sont Taxe sènaire et deux axes binaires voisiDS d'espèces différentes. 

(***) La face composante résulte de la section plane d'une pyramide triangulaire ayant pour angles 
dièdres les angles 90 , 90 et 4 ^ degrés, et dont les trois arêtes représentent Taxe quaternaire, un 
axe binaire de première espèce , et un axe binaire voisin de deuxième espèce. 

3 <i 
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I a H , forme consistant en deux ditrièdres de même axe qui se pénètrent ; on 
pourrait l’appeler tétratriscalénoèdrc ; 

I a I, forme consistant en deux puintements sextuples réguliers opposés l’uii 
à l’autre, mais qui ne se correspondent pas; on pourrait l’appelei' 
trapézoèdre liexagonal ; 

la K, prisme dodécaèdre indéfini; 

8 .\, octaèdre régulier; 

81$, quadratoctaèdre; 

8C, forme ouverte consistant en un pointement à huit faces ; on piourrait 
l’appeler monakisoctaèdre; 

8D, forme consistant en huit triangles scalènes égaux; on pourrait la 
nommer scalénoèdre tétragonal ; 

8 K, fonne consistant en deux pointements quadruples réguliers opposés 
l’un à l’autre, mais qui ne se correspondent pas ; on pourrait l’appeler 
trapézoèdre tétragonal ; 

8 F, prisme octaèdre indéfini ; 

8(i, rhoniboctaèdre (*); 

fl A, cube; 

6 B, rhomboèdre : 

6C, ditrièdre; 

GD, forme ouverte consistant en un pointement sextuple irrégulier forme 
par deux pointements triples réguliers de même axe et de même 
sommet, qui se pénètrent l’un l’autre ; on pourrait l’appeler monakis- 
bexaèdre ; 

GE, pointement sextuple régulier; 

6 F, trapézoèdre trigonal de Naumaim; cette forme consiste en deux poin- 
tements triples réguliers, opposés l’un à l’autre aux deux extrémités 
de l’axe princi]>al, mais qui ne se correspondent pas; 

GG, prisme hexaèdre régulier; 

GH, prisme hexaèdre irrégulier, mais symétrique; 

4 A, tétraèdre régulier; 


(*) chaque face est la section d'iioc pyramide trirectan^e , ayani 1rs trois axes binaires pour 
arêtes. 
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4 B, pointe ment quadruple régulier; 

4C, tétraèdre à triangles isocèles égaux ; 

4D) prisme carré indéfini; 

4 K, pointcment quadruple irrégulier, mais symétrique ; 

4 F, tétraèdre à triangles scalènes égaux, sphénoïde de Nauniann ; 

40 , prisme rhomlioidal indélini ; 

3 A, pointcment triple régulier; 

3 B, prisme triéipiiangle indélini ; 

2 A, deux faces j>arallèles; 

2 B, deux faces qui se coupent, biseau. 

A l’ins|)eetion du Tableau n" IX, on reconnait que les formes restreintes 
n'accusent pas toujours l’état mériédrique d’un cristal. Par exemple, dans 
tous les cristaux holoaxes hémisymétriques des systèmes terquatcrnaire, 
sénaire, quaternaire et terbinaire, les formes restreintes sont les mêmes que 
si le polyèdre moléculaire était holoédrique. IjCS formes obliques peuvent 
seules faire recoimaitre avec certitude la symétrie holoédrique ou hémié- 
driqiie de tels polyèdres, et tant que ces formes obliques n’ont pas été obser- 
vées sur des échantillons de l’csjièce minérale, on ne peut porter qu’un juge- 
ment provisoire sur la nature de sa symétrie moléculaire. 

On voit aussi que certaines formes se reproduisent sur toutes les variétés 
mériédriques d’un même système cristallin, et ne peuvent rien apprendre sur 
la structure de la molécule ; tels sont le cube et le dodécaèdre rhomboidal 
dans le système terquateriiaire ; tels sont aussi les prismes à base carrée du 
système quaternaire. Cependant une oliservation attentive des formes nor- 
males et des formes orthoparallèles suffira le plus souvent à faire reconnaître 
si la substance est holoédrique, hémiédrique, tétartoédrique, etc. 

^ V. — Exemples de cristaux naturels mériédriques. 

Le nombre des cristaux mériédriques que nous offre la nature est allé 
sans cesse en auginentaiit depuis une trentaine d’années, c’est-à-dire depuis 
l’époque de la découverte de l’hémiédrie par le professeur Weiss; il est 
probable qu’il s’accroîtra par des observations ultérieures, soit par l’examen 
attentif d’un nombre plus considérable d’échantillons de substances déjà 
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i-oimiies, mais encore peu abondantes, soit par l’étude des com|K)sés cristal- 
lins si variés que la chimie parvient aujourd'hui à produire. 

Le premier échantillon venu d’une substance n’est pas toujours propre à 
dé'voiler riiémiédrie de la molécule; elle peut rester cachée sous des formes 
parallèles ou normales impropres à la dévoiler; mais quelques cas bien nets, 
dans lpsf|iiels une disparition régulière de la moitié ou des trois quarts des 
laces s’elT'eetue, sans possibilité de recourir à un avortement accidentel, 
siittiront pour que l’on puisse ranger aflirmativement la substance dans la 
liste des substances mériédriques. 

■le vais examiner les principaux cas de niériédrie aujourd’hui connus, en 
indiquant les signes extérieurs qui les caractérisent. Le Tableau n® IX offre 
le résumé complet de ces divers indices et va nous servir de guide dans cette 
revue rapide. L’accord entre la théorie et l’observation ne laisse absolument 
rien à désirer. 

Système terquatemaire. 

Polrèdre [ 3 L’, 4 L*, G, 3 P' j, hémiaxie centrée. — Ce genre d'bémié- 
ilrie appartient aux minéraux suivants : 

Sulfure de fer, 

Arséniure de cobalt, 

-Arséniosulfiire de cobalt (cobalt gris), 

Arséniosulfure de nickel. 

L'antimoniosulfure de nickel est supposé posséder la même hémiédrie, par 
suite de l’isomorphisme de l’arsenic avec l’antimoine. 

Ce groupe est caractérisé par l'hémiédrie de la forme j g"Ao| qui donne le 
dodécaèdre pentagonal, et par celle de | glüi j qui donne le trapézoidicosité- 
traèdre : hémiédrie à faces parallèles des minéralogistes allemands , repré- 
sentée par le symbole t | ghk |, dans la Cristallographie de M. Miller. 

D’après les recherches de Beudant {*), l’alun appartiendrait à cette 
division. 

On peut concevoir le polyèdre moléculaire comme formé par douze 
sommets disposés quatre à quatre sur chacun des trois plans de symétrie, de 

Annakt de Chtmie et Physitjae^ 3* «érie, tome VIII , page 
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itianière à y figurer trois rectangles égaux entre eux ; loi-sque le petit côté du 
rectangle est égal au grand segment du grand côté partagé en moyenne et 
extrême raison, ce polyèdre est un icosaèdre régulier. 

Ainsi un polyèdre moléculaire à douze atomes disposés comme les som- 
mets d’un icosaèdre régulier doit cristalliser dans le système de l’iiémiaxie 
centrée; il en serait de même d’un polyèdre à vingt atomes figurant les 
sommets d’un dodécaèdre régulier, etc. 

Polyèdre [3 L’, , oG, fiPj, hémiaxie dtchosymétrûjue. — Ce groupe 

comprend, dans la nature, les espèces suivantes : 

Sulfure de zinc, 

Arséniate de fer. 

Silicate de bismuth. 

Cuivre gris, 

Helvine, 

Boracite. 

Le chlorure de cuivre Cu’ Cl cristallise en tétraèdres réguliers ; il doit 
être rapporté à la même symétrie. 

Le groupe actuel est caractérisé par l’hémiédrie de l’octai dre j 1 1 1 j qui 
se change en un tétraèdre régulier, de \ggk j qui se change en un triakisté- 
traèdre, et par celle de j ghk [ qui donne l'hexakistétraèdre; hémiédrie à faces 
inclinées des minéralogistes allemands, annotée « j glik j par M. Miller. 

I^e type le plus simple de la molécule consiste en quatre atomes disposés 
en tétraèdre régulier. 

L’holoaxie hémisymétrique, dont le défaut de symétrie ne pourrait se 
dévoiler que sur des formes obliques, et l’hémiaxie hémisyniétrique qui 
pourrait offrir la combinaison des deux genres d'hémiédrie à faces parallèh-s 
et à faces inclinées, ne paraissent pas avoir été rencontrées dans la nature. 
-Mais comme il peut exister des cristaux hémiaxes hémisymétriques que nous 
ne connaissons pas encore, ce serait sans doute aller trop loin que de dire, 
avec M . Delafosse (*) , « que jamais les deux genres de formes (tétraèdre régu- 
« lier et dodécaèdre pentagonal) ne se trouveront réunis dans une série de 


(*) De ta Structure des Critiaux , Tbèse> PariSy i84o» page 8. 
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« cristaux appartenant à une espèce proprement dite, c’est-à-dire composés 
a des mêmes molécules. » 

Système sénaire. 

( le système est très-riche en formes mériédriques variées dont un petit 
nombre seulement a été observé jusqu'à ce jour. 

Polycdre [A’, 31^’, oC, oP], hcmiajcie hémisyrnétrùjue de première 
espèce. — A ce f'enre d’Iiémiédrie ap|>arliennent les cristaux de quartz. I>eur 
symétrie singulière a beaucoup occupé les minéralogistes : comme exemple 
d’étude de cristaux mériédriques, nous allons chercher à reconnaître la struc- 
ture de la molécule du quartz, en prenant pour guide M. Gustave Rose, qui 
a récemment examiné ce minéral avec le plus grand soin. 

< )n reconnaît une première dissymétrie consistant en ce que la lace R 
{Jig. ib) appartenant au pointement sextuple terminal est souvent plus 
grande et d’un plus beau poli que ses deux voisines r' , r': ainsi le pointe- 
ment supérieur se décompose en deux pointements triangulaires. Si l'on 
décompose de même le pointement inférieur, on trouve que les faces du 
|)ointement supérieur ont pour correspondantes, dans la même forme 
cristalline, les faces qui leur sont parallèles dans le pointement inférieur. 

Si donc O représente le centre du cristal, OX, OY, OT, les moitiés posi- 
tives des trois axes binaires de première espèce de l’Assemblage, le groupe 
des faces g, g, g du prisme hexaèdre régulier sera représenté par joi loj, 
le groupe formé par R et le rhomboèdre correspondant aura pour symbole 
1 0 1 1 1 ), et le groupe formé par le rhomboèdre r', r', 1 1 o i i j. 

I /observation démontre que, s’il existe d’autres rhomboèdres de la forme 
) ogg/t 1, ils ne s’associent que rarement à leurs conjugués \gogk j, ce qui fait 
voir que \ oggk \ est une forme à six faces dans le quartz. 

Puisque la forme \ oggk^ se réduit au rhomboèdre représenté par b B 
(voyez le tableau des foniies, page a36), cherchons daas le Tableau n” IX 
quels sont les polyèdres moléculaires qui comjiorUmt ce genre de transfor- 
mation. Nous obtenons alors les trois hypothèses indiquées par le tableau 
suivant : 
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du pulveJre moIccuUira. 


{(«*'••«* j 

1 

1 1110 1 

A% ol,% C, oP. . , . . . 

G B 

6 B 

1 

GG : 

GO 

A’, 3 1.’, O C, O P 

f>F 

6C 

G 11 

311 

3I.',C,3P* 

12 F 

12 K 

laK i 

! 

60 


l/exiimcn »U\s Ibrnies j j ggigk i, \gUio\, j i i aoi va nous aider à 

faire im choix enti’e ces trois liypothcses. 

I.a ftjrnie uldique ^ghik^ est reprcscntcc d.ins Icfjiiartz par des roniiesà six 
fiiccs trapczoïdcs, telles que x, x (Jig. fü), placées de manière à donner deux 
|X)iiiteinenls triples non correspondants, rentrant dans la eaté};orie (>!' du 
tableau de la pajçe •x'iît. 

La forme jiarallèlc |éTo “ est représentée dans la eiistallisation du 
quartz que par les faces rliombes .r, s. D'après M. Gustave Rose ('), ces 
faces, dont lu notation est j i i a i J, sont toujouisi situées aux deux extrémités 
d’une même arête verticale, mais seulement pour trois de ces six arêtes, et 
en alternant. figure résultant de leur reunion sera donc le ditriedre (IG. 
I.orsque cette loi tralternance est en défaut, cela provient «le ce que le cristal 
est rnaclé. 

I. a forme |^///n}apour représentant «lans le «juart/, un prisme hexaèdre 
irrégtdier, mais symétrique, qui forme de («etits biseaux sur chacun des côtés 
des trois arêtes verticales qui ne portent pas de faces s, s : sur notre ligure, ces 
arêtes sont celles auxquelles aboutissent les extrémité-s positives de nos axes 
binaires de première es()èce. Lu forme observée j>ar M. Uose avait pour 
notation |6ii>o). Dans notre nomenclature générale des formes cristallines, 
ce prisme reçoit la notation G H . 

Quant à la forme { i i ao|, elle ne parait pasavoir jamais été obsei \ée dans 
les cristaux de quart/.. 

A ces divers caractères, on reconnail que le symbole de la symétrie molé- 
culaire est |,V’, 3L*, oG, ol’|. Ainsi les axes binaires OX, , OTappar- 
tiennent au polyèdre moléculaire et sont des axes communs de la .symétrie ; 

(*) Pog’genrforjf's Ànnnkn, tome |Kigc 33i. 

XX r/y Cahier. 3l 
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il est facile de voir qu’en effet toutes les faces sont coordonnées syniétrique- 
inent par rapport à ces axes. 

Quant à la question de savoir si ces lignes sont les axes de première 
espèce ou de deuxième espèce de l'Assemblage, nous l'avons résolue, dès 
l’origine, dans le premier de ces deux sens, à cause de la prédominance des 
formes ^ = j loi oj , Il = joi 1 1 j, /•' = l loi 1 1. 

M. Miller a repi'ésenté par a \ghk \ les formes bémiédriques du quartz. 

.l’ai supposé jusqu’ici que le quartz cristallisait dans le système sénaire; 
on aurait pu admettre qu’il appartient au système ternaire. Dans ce cas, 
<IX, 0\ , OT sont les axes bimiires d’espèce unique de l’Assemblage, et la 
considération des formes conduit encore au polyèdre [A’, 3L*, oC, oPj. 
I.a forme qui est tétartoédrique dans l'ancienne hypothèse, devient 

alors une forme hémiédrique du système ternaire; les formes RR..., r'r'r'..., 
et tous les rhomlmcdres de premier et de deuxième ordres, deviennent 
hoioédriques. Il n’existe pas de raison péremptoire pour préférer l’une ou 
l’autre de ces manières de voir : toutefois la cristallisation sénaire, que j’ai 
adoptt^e, rend un compte plus exact de la tendance du quartz à former des 
pointements sextuples, ainsi que certaines macles par hémitropie molé- 
culaire, sur lesquelles je reviendrai dans la troisième partie de mon 
travail. 

Pour former une molécule de quartz le plus simplement possible, en se 
conformant à la symétrie [a’, 3L’,oC, oP], prenez une droite MM’ (Jig- 1") 
divisée au point X en deux segments égaux par sa plus courte distance OX 
à tnie droite fixe .\OA'. Faites tourner OXMM' de 1 20 degrés autour de AA', 
de sorte que 31 M' vienne occuper la position NN', et OX le lieu 03 ; puis 
une seconde fois de 1 20 degrés, de sorte que MM' vienne occuper la position 
PP', et OX le lieu O'f : les points M, 31', N, X', P, P' seront les lieux des 
six atomes de la molécule ; OX, OY, OT seront les axes binaires, et AA' l’.axe 
ternaire du polyèdre moléculaire. 'Lorsque la molécule entre dans l’Assem- 
blage senaire, son centre de figure O vient coïncider avec l’un des Sommets 
de cet Assemblage, .VA' avec sou axe principal; enfin les droites OX, 03 , 
OT viennent se ranger suivant ses axes binaires de première espèce. 
Cette construction rentre dans l’une des deux suppositions imaginées par 
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M. Uelafosse (*) pour expliquer la dissymétrie de la cristallisation du 
quartz. 

Polyèdre [A‘, oL’, C, n], hémiajcic centrée principale. — A ce groupe 
appartient l'apatite. Ou reconnaîtra ce genre de niériédrie, i“ à la forme 
jg’/«‘oj qui perd la moitié de ses faces et se change en un prisme hexaèdre 
régulier placé irrégulièrement par rapport aux axes binaires de l’Assem- 
blage; a" à la forme \ghik \ qui se change en un birhombot-dre correspon- 
dant au prisme précédent. C’est l’hémiédrie à faces parallèles des minéra- 
logistes allemands, et M. Miller l’a représentée par le symbole t 

Les treize autres cas de mériédrie que comporte le système sénaire ne 
me paraissent pas avoir été jusqu’ici rencontrés dans la nature. 

Système (fiiatcrnaire. 

Polyèdre | A‘, oL", C, Il J, hémùuvie centrée. — Ce genre d’hémiédrie 
appartient aux substances suivantes : 

Chaux tungstatée (scliéelin calcaire), 

Plomb tungstaté, 

l’Iomb molybdaté (mélinose), 

Fergusonite. 

Dans sa Cristallografthie, M. G. Rose y ajoute l’humboldtilite. 

Ce groujje est caractérise par l'hémiédric des formes (g'/joj et \jihk | : 
l’hémiédrie est à faces parallèles, et désignée par t dans la Cristullo^ 

graphie de M. Miller. 

En général, dans le système quaternaire, l’hémiédrieà laces parallèles d une 
forme oblique | ghk | suffit pour indiquer l’hémiaxie centrée ; car, dans tous les 
autres groupes mériédriqiies de ce système, l’iiémiédrie est à faces inclinées. 

Polyèdre |a’, aL’, oC, aP'j, lièmiaMC dichosy métritjur de première 
espèce. — D’après M. Frankenheim (**), l’édingtonite appartiendrait à ce 
groupe. 

Polyèdre [A’, al/’, oC, a P J, hémicuvie dichosymétriejue de den.vième 
espèce. — A ce groupe appartient la molécule du cuivre pyriteux. 

(‘) Mrmoirrt des Samnu étrangers, tome VIII, pa};c 687. 

(**) fnggcndorff’s dnnalen, tome LXII, page 281. 

3i. 
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læs formes héiniedri<]iies qui le earaetérisent sont [ÿo^l et j^///«j: si 
l’héniiaxie était <le première espèce, l’iiémiédrie ne porterait plus sur la 
forme J gok 1 , mais sur la fonne \ggk 

l,a forme parallèle jioij est très-dominante dans le cuivre pyriteux, et 
<loniie un «M-taèdre à hase carrée; elle y est très-souvent liéniiédrique, et se 
change aloi-s en un tétraèdre à quati’e triangles isocèles, presque régulier. 

[.es quadratoelaèdres, placés sur les angles du noyau primitif (forme 
primitive d'Haiiy) et de nutation ne sont pas liémiédriques. 

I ,es formes liémiédriques de l’hémiaxie dieliosy métrique de | ircmière espèce 
>ont représentées par le symbole * \ ghl<\i et celles de la deuxii'iue espèce par 
le symbole *' \gl>l^ I, dans la Cristallographie de Miller. 

Polyèdre [ A‘, 2 1 ^’, 2 I/’, oC, oP|, fioloa.vie hémisymctrapie. — D’après 
.M. Frankcnhcim (*), la wernérite devrait être rangée dans ce groupe. 

Les autres formes mériédriques du système (piaternaire n’ont pas encore 
été observées sur des substances cristallisées. 

Système ternaire. 

On ne connait que deux sortes de mériédrie dans le système ternaire. 
Polyèdre [A’, oL’, (i, ol* |, hémia.rie centrée. — .\ ce groupe paraissent 
appartenir la eraïtonite, et, d’après M. rrankenkeim, le cuivre dioptase ("). 

fie genre d’bémiédrie est caractérisé par cette circonstance, tpie tontes les 
formes \ghik\, \gogk\ non parallèles à l’axe ternaire sont des rhomboèdres, 
celles \ ghio j, j 1 1 20 j parallèles à cet axe, des prismes hexaèdres réguliers. 
On sait, en effet, rpie dans cette substance toutes les formes obliques sont 
des rhomboèdres de même axe principal, mais dont les axes secondaires 
sont placés irrégulièrement; les prismes sont à six pans et réguliers (*'*). 

Si l'on supposait ipic la eraïtonite et le dioptase cristallisent dans le 
système sénaire, ces espèces minérales appartiendraient à la tétartoa.ric cen- 
trée, et les formes seraient tétartoédriqiies. 

Polyèdre |a’, of,’, oC, 3 P J, hémia,vie dicho.symétrhjue. — Ce genre 


(*) PoggemiorP" s Jnnatra, lome LXII, |iage 283. 

(** (***) 1 P'iggcndnrjy s Annnien, lonw I.XII, pagr 287 . 

(***) X%eitAîï’(, F.irmentc Hrr Minerahgir, pages 47^1^3. 
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de symétrie s‘ol)serve sur la tournialiiie. Un le reconnaîtra à ce signe que 
tontes les Tonnes, sauf le prisme 1 1 lao j, sont liémiédriques. 

I,es deux sommets du cristal sont dissymétriques : les formes du pointe- 
meiit supérieur ne se répètent pas sur l'inférieur, et vice versa, I,a lorme 
normale joooi i est aussi hémiédrique, de sorte que l'un des sommets peut 
être tronqué liori/.ontalement, sans que l'antre le soit. 

I/iiémiédrie de la tourmaline est à faces inelinées, et dénotée par le sym- 
bole * \gM'\ dans la (Cristallographie de M. ^Miller. 

I.e type le plus sinqile à adopter pour son polyèdre moléculaire est un 
tétraèdre dont la base triéquiangic porterait à .ses sommets trois atomes de 
meme espèce, tandis <jue le quatrième atome serait également distant des trois 
précé<lents. 

Système terhinaiiv. 

Polyèdre [A’, ol,’, oC, P, P'] , hemia lie dwhosymctrùpte. — fai topaze 
et la calamine possèdent ce genre de symétrie. 

l.es formes parallèles à l'axe A’, savoir \ghii |, [loo], (oio{, sont les 
seules qui soient lioioédriques. Toutes les autres sont hémiédriques; il en 
résulte que les sommets opposés sont dissymétriques, et que les faces d'un 
sommet n'ont pas en général de faces qui leur correspondent vers le sommet 
opposé; cette circonstance s'est déjà rencontrée sur la tourmaline. 

Cette hémiédrie est à faces inclinées; elle est désignée par le symbole 
T \ghk I, dans la Cristallographie de M. Miller. 

On peut jjrendrc, comme type du polyèdre moléculaire, un triangle isocèle 
vertical, dont la base portera h ses extrémités deux atomes de même espèce, 
tandis que l'atome impair, d'autre espèce, en formera le sommet. 

Polyèdre [A*, I,’, I/’, oC, oPj, koloa.vie hémisymétrûpie. — A ce 
groupe appartiennent la manganite, le sulfate de magnésie, celui de zinc, 
celui de nickel, etc., ainsi que l'oxalate neutre d'ammoniaque (*), les bitar- 
trates d ammoniaque, de soude, de potasse (**), l'asparagine, le gluco- 
sate de sel marin, et le formiate de strontiane (*”). Il est prol»able que la 


( ) La pRovosTATfE, Jnnairs de Chimie et de Physique, 3’ ftèrie» tonie IV*, jiage 455. 
( * ) Pa&tf.iir , Annales de Chimie et de Physique, loine XXIV", 455. 

(*“*) Pasteub, Annales <ie Chimie et de Physique, tome XXXI, page 67. 
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liste de ces sels liéniiédriques est destinée à recevoir une plus grande exten- 
sion par des observations ultérieures. 

L'iiémiédrie ne porte que sur les formes obliques] g!ik\ lesquelles, d’octaé- 
drales, se changent en des sphénoïdes. .M. Miller désigne ces formes à faces 
inclinées par le symbole x \gltk j. 

Dans ces cristaux on retrouve à chaque sommet les faces du sommet 
opjKisé, mais disposées dans un ordre inverse. Comme les trois axes binaires 
de l' Assemblage existent aussi dans le polyèdre moléculaire, un quelconque 
de ces trois axes peut être à volonté choisi pour axe principal, et placé dans 
une situation vcrtie.ale. I.a même indécision existe pour les cristaux terbi- 
naires holoédi iques. 

I.e polyèdre moléculaire le plus simple à imaginer, dans le mode de 
symétrie actuel, consiste en quatre atonies de même espèce dont le lieu se 
déterminera de la manière suivante. Soit une droite MM' {Jig. i8), divisée 
au point X en deux segments égaux par sa plus courte distance OX à une 
droite fixe AO.A' : faites tourner OXMM' de 180 degrés autour de AA', 
de sorte que MM' vienne en NX' et OX en OX,. Les points M,M', N, N' seront 
les lieux des quatre atomes de la molécule, et formeront un tétraèdre à quatre 
triangles égaux, ou sphénoïde, dont les trois axes binaires seront AO A', 
XOX,, et la droite menée par O normalement au plan de ces deux dernières, 
fjorsque la molécule entre dans l’Assemblage cristallin, ces trois axes viennent 
coïncider avec les trois axes binaires de cet Assemblage. 

Ce mode de génération a beaucoup d'analogie avec celui que nous avons 
décrit, page 242, pour la molécule du quartz. 

Système binaire. 

Polyèdre | A’, oC, oPj, holoa.vie kénùsy métrique. — Dans ce groupe 
viennent se ranger un assez grand nombre de substances organiques : 

Acide tartrique, 

.Sucre cristallisé, 

Tartrate neutre d’ammoniaque (*), 

Tartrate neutre de potasse, 

(*) Pasti!c», Annales de Oiisme et de Physique, 3* «rie, tome XXIV, pa^‘444- 
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Tartratc double de potasse et d’ammoniaque, 

Tartrate double de soude et d'ammoniaque, 

Tartrate double de soude et de potasse, 

et probablement plusieurs autres sels ou acides végétaux. 

(>c genre d'bémiédrie se reconnaîtra à la dissymétrie des sommets. Les 
Ibrines j ghi o j parallèles à l'axe A’ restent liolocdriques ; mais tout le système 
des fiices situées à l’une des extrémités de l’axe de cette zone peut différer 
du système des faces situées à l'autre extrémité; la troncature supérieure 
j oooi j peut ne pas se reproduire sur le sommet inférieur. Ces formes bémié- 
driques reçoivent la notation symbolique 7 j ghk j dans la Cristallographie 
de M. Miller. 

Le type moléculaire le plus simple est quadriatomique ; on peut employer 
le mode de génération de la page précédente, pourvu que .M et M' {Jig. 18) 
soient des atomes d’espèces différentes ou inégalement distants de X ; la 
droite AA' est alors le seul axe de symétrie du tétraèdre ainsi obtenu. 

Sjstéme nsjmeiriiiue. 

L'iiémiédrie, dans le système asymétrique, consistera en ce que les laces 
seront en général non accompagnées de leurs parallèles ; il faut toutefois que 
la disparition de ces faces parallèles ne puisse être regardée comme un avorte- 
ment accidentel. Je ne connais aucune observation d’où l’on puisse conclure 
que le polyèdre moléculaire [oL, oC, o Pj sc rencontre dans les substances 
cristallisées. Quelques minéralogistes (*) pensent que l’axinite appartient à 
ce groupe ; mais cette opinion paraît principalement fondée sur les propriétés 
j)yroélectriques de cette substance. 


(*) FKAifKEsaF4M ) Pnggentiorff's Annaicn, lümcLVl, page 178. 
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TROISIÈME PARTIE O. 

DES MACLES ET DES IlÉMITHOI’IES. 


tÀ I . — Des cristaux maclcs par hcmitropic moléculaire. 

( loncfvons que <Ies molécules fie même espèce viennent à se groupei' 
réj'ulièreinent et à cristalliser flans un système déterminé; construisons l’As- 
semlilage géométrique fies lignes qui réunissent hs centres de gravité de ces 
molécules, et par un de ses Sommets que je nommerai menons les axes et 
plans de symétrie de rAssemblage, formant un système |)rovisoirement fixe, 
et fjue je représenterai par A. 

La molécule dont le centre vient se fixer en 2 possède certains éléments de 
symétrie S,, qui lui sont communs avec l’Assemblage; mais, si le cristal est 
mériédrique, il existe d’autres éléments, dénotés par le symbole S„, et (pii 
appartiennent uniquement à l’Assemblage. 

Lue fois le centre de la molécule fixé en 2, elle tournera autour de ce 
point jusqu’à ce que ses éléments de symétrie S,, viennent coïncider avec les 
éléments homologues dans l’ Assemblage cristallin. Demandons-nons si cette 
superposition ne peut s'efTectuer que d'une seule manière, ou s’il existe deux 
ou plusieurs modes de coïncidence réellement distincts, c’est-à-dire tels cpie 
les lieux des sommets du polyèdre moléculaire autour du centre 2 soient 
diflérents. 

Pour le dé’couvrir, fixons ce j)olyèdrc dans une première position que je 
nommerai p, et qui réalise les conditions de coineidenee que nous venons 
d'indiquer. Puis, laissant ce polyèdre immobile, faisons tourner l’Assemblage 
autour de 2, en lui donnant successivement toutes les rotations qui le ramènent 
en coïncidence avec lui-même, et soit A' l’une des nouvelles positions ainsi 
obtenues. Dans ce passage de A en A', les molécules sont rt*stées invariables 
dans leurs positions, et ainsi l'équilibre moléculaire subsiste après comme 
avant, llamenons maintenant l’Assemblage à sa j)remière position par une rota- 
tion inverse autour de 2, rotation à laquelle participeront, cette fois, tous les 


(*) Communiqiipc à la Socii'ic Philomathique , le 8 juin i8C>u. 
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(xdvvdres moléculaires supposés maintenant liés avec l’Assemblage. Après 
que cette rotation aura été efiectuée, l'équilibre moléculaire n’aura pas cessé 
d’exister, les centres des molécules recoincideront avec les Sommets de l'As- 
semblage qui aura repris sa position initiale A ; mais chaque polyèdre molé- 
culaire, et, en particulier, celui dont le centre <?st en 2 aura, par rapport à 
l’espace absolu, une nouvelle position p' : il s’agit de savoir si elle est dis- 
tincte de la position p. 

I/axe L’ autour duquel ont eu lieu les deux rotations successives et 
inverses de l’Assemblage appartient nécessairement à la symétrie de cet 
Assemblage, qui se dénote au moyen du symbole ( S^, S,J. 

Si cet axe est un des éléments de la symétrie S^, cela veut dire qu’il 
est aussi un axe d’ordre q pour le polyèdre moléculaire ; donc une rota- 

tion égale à ou à l’un des multiples de cet arc ramènera les sommets du 

polyèdre à leurs mêmes lieux apparents; donc alors les deux polyèdres p et 
/>' se superposeront, et l’on n’aura point obtenu un nouveau mode de coïnci- 
dence du polyèdre relativement aux axes et plans de l’Assemblage fixe. 

Si au contraire l’axe est un des éléments de la symétrie S„, un de ces axes 
que nous avons nommés 0 axes déficients» de l’Assemblage, il n’appartiendra 
plus à la symétrie du polyèdre moléculaire; d’où il résulte que, lorsqu'on 
ramènera l’Assemblage dans sa première position, de A' en A, le polyèdre, 
ayant tourné autour d’une droite étrangère à sa symétrie, n’occupera plus 
le même lieu dans l’espace. De là résulte ce tbéorème :j 

l'our obtenir les diverses manières dont le polyèdre moléculaire peut 
venir se ranger par rapport aux axes de l' Assemblage, on doit, en partant 
de l’une des positions possibles de ce polyèdre, le faire tourner successive- 
ment autour des axes déficients de V Assemblage. 

Toutefois il importe de remarquer que plusieurs des solutions ainsi obte- 
nues peuvent rentrer les unes dans les autres. Pour découvrir celles qui sont 
essentiellement distinctes, nous raisonnerons de la manièi’e suivante : 

Soit s un sommet quelconque du polyèdre molt^ulaire, et soient 
ses homologues par rapport aux éléments de symétrie S, : on peut toujours 
considérer ces sommets comme étant les pôles d’une certaine forme mériédrique 
,u jg’W j correspondant au polyèdre donné; les caractéristiques g, h, k étant 
XXXjy Cahier. 3î 


Digitized by Google 



u'io l^TUDES CRI.STAI.LOCjRAPHIQÜES. 

(•hoisies de manière que le pôle de (ghf!) coïncide avec s, les pôles des autres 
laces identiques à (g/ik) coïncideront avec s', s",..., le mode de dérivation 
étant le mémo de part et d’autre. Or tontes les fois que l’on fait tourner de 
i8o déférés la forme f4.\gh/!\ autour de l’un des axes binaires déficients de 
l’Assemblage, on obtient l’une des formes conjuguées de u\gM'\ {voyez ci- 
dessus, page aao) : les pôles de cette forme représentent les positions prises 
dans l’espace par le système des sommets s, s', s",... après la demi-révolution 
du polyèdre f) autour de l’axe binaire. Ce qui vient d’être dit relativement à 
un seul système de sommets homologues dans le polyèdre/? s’appliquerait de 
même à tous les autres systèmes de sommets homologues que pourrait possé- 
der le polyèdre />. D’où l’on voit qu’à chaque forme conjuguée correspond 
une position distincte du polyèdre p, et, par suite, l'on peut énoncer le théo- 
rème suivant : 

/>’ mmibre de positions essentiellement distinctes <pie peut prendre le 
polyèdre moléculaire par rapport à l'y/ssemblage, sans en troubler la struc- 
ture et férpiilibre, est égala l'unité augmentée du nombre des formes conju- 
guées que possède une forme oblique quelconque ,u | glib j correspondant à 
la symétrie de ce polyèdre. 

Si le polyèdre est lioloaxe, il ne pourra prendre que la position unique/?. 

•Si le polyèdre est hémiaxe, il sera susceptible de deux positions dis- 
tinctes p,p'. 

Enfin les polyèdres tétartoaxes pourront se ranger, par rapport à l’Assem- 
blage, de quatre manières différentes, suivant les positions/?, /?',/?", /?*. 

Ce dernier cas ne peut d’ailleurs se présenter que pour le polyèdre molé- 
culaire de la forme [A*, oL’, oC, oP ou fl ou 3P] cristallisant dans le 
système sénaire. 

En faisant tourner un tel polyèdre de 1 8 o degrés autour de l’axe principal 
de l’Assemblage, on l’amènera dans la position p' . 

En le faisant tourner de i8o degn'-s autour de l’un des axes 3L’ de 
l’Assemblage, on le fera passer à la position p" . 

Enfin en le faisant tourner de t8o degrés autour de l’un des axes 3L'*, il 
viendra prendre la position /?*. 

Je mentionne ces résultats à un point de vue purement théorique; car 
aucune cristallisation tétartoaxe n’a encore été observée dans la nature, à 
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moins qtie l'on ne veuille supposer que la tourmaline ou la craitonite a[)par- 
tiennent au système sénaire. Ainsi, je me bornerai à examiner le eas des 
polyèdres hémiaxes, lesquels peuvent s'orienter de deux manières distinctes 
par rapport aux Sommets fixes de l’Assemblage. 

Concevons que, dans toute la partie droite d’un cristal hémiaxe, les molé- 
cules aient pris la position p : dans toute cette étendue, les lignes homologues 
des molécules sont |)arallèles entre elles. Concevons de plus que, dans toute 
la partie gauche, les molécules aient adopté la position p' ■. les lignes homo- 
logues des molécules, dans cette partie du cristal, auront cessé d’être 
(Mrallèles aux lignes homologues des molécules situées dans l’autre partie ; 
en d’autres termes, une molécule du système p transportée parallèlement à 
elle-même, et centre sur centre, sur une molécule du système p' , ne coïnci- 
dera point avec elle, sommets sur sommets : les conditions de constitution 
générale des corps l'égulièrement cristallisés se trouveront donc ici en dédaut, 
et l’on devra regarder cette association des deux sj'stèmes de molécules p et p' 
comme formant deux cristaux distincts qui se sont pénétrés mutuellement. 

Ce qu’il importe de remarquer, c'est que, dans une telle niacle, tous les 
axes et plaïus de symétrie de l’Assemblage, et en général toutes les lignes cris- 
tallographiques courent sans interruption d’une extrémité du cristal à l’autre. 

Je désigne un tel phénomène sous le nom de nutclc par hémitropie molé- 
culaire, qui n’est que la traduction exacte des faits qui se sont produits dans 
l’intérieur du cristal ; le terme ô.' hémitropie est justifié par cette circonstance, 
que le polyèdre de position p' peut toujours être considéré comme prove- 
nant d'une rotation de i8o degrés du polyèdre p autour d’un axe convena- 
blement choisi de l’Assemblage : cela résulte de cette remarque générale, déjà 
faite dans la note de la page a 1 9, qu’il existe toujours des axes binaires dans 
la symétrie déficiente d’un polyèdre moléculaire non holoaxe. 

On reconnaîtra aux signes suivants le genre de pénétration mutuelle que 
nous venons d’indiquer. Soit u \ghl<\ une forme mériédrique qui se montre 
dans la partie du cristal où se trouvent les polyèdres moléculaires de 
position^: sa forme conjuguée u jg/iA‘| devra se produire dans la partie 
opposée du cristal, puisque cette forme dérive de m jg'/iA) par la même rofci- 
tion de 180 degrés qui amène p dans la position p'. Les deux formes 
hémiaxes conjuguées u\ghk\, u\gltk\ qui recouvrent, l’une le flanc droit, 

3a. 


Digitized by Google 



■ ÀÔ-i Mtudes cristah.ogbaphiques. 

l’autre le flanc gauche du cristal, seront parallèles aux faces alternatives de la 
forme holoaxc \gkk\, comme si la partie gauche du cristal avait été dérivée 
de sa partie droite par une rotation de 180 degrés autour de l’un des axes 
binaires délicients du système. 

Voyons maintenant si les observations consignées dans les Traités ou 
Mémoires de cristallographie mentionnent de telles pénétrations de cristaux. 

Polyèdre [ 3 1 / , 4 f.'’ » C , 3 P’ | . — I.a symétrie déficiente de ce polyèdre est 
exprimée par [ 3 L* ", 6L'’, fi P]; d’où l’on voit que le polyèdre primitif p 
donne le polyèdre p' , 

Soit par une rotation de 90 degrés autour de l’im des trois axes quater- 
naires de l’Assemblage ; 

Soit par une rotation de 180 degrés autour de l’un de ses six axes 
binaires; 

Soit enfin en se reproduisant symétriquement par rapport à l’un des plans 
(IP. De ces trois modes de dérivation, nous nous bornerons à conserver le 
mode de dérivation par héinitro|)ie, qui suffit à l’explication du phénomène. 

Lors(jue deux cristaux de cette nature se maclent ainsi par hémitropie 
moléculaire, les deux hémitétrakishexaèdres de même espèce qui caracté- 
risent l'hémiédrie des deux cristaux emboîtés sont parallèles aux faces alter- 
natives de la forme holoédrique j g'/to ). Ce cas se présente quelquefois dans 
la pyrite de fer (voyez Cristallographie de Miller, n° u 4 o), et j’en ai eu moi- 
même des exemples sous les yeux. 

Polyèdre \ 3 L’ , 4 D’ > o C, fi P ] . — La symétrie déficiente est exprimée par 
le symbole | 3 L’ ’, fiL’,C, 3 P’]; d’où l’on voit que le polyèdre de posi- 
tion p' peut dériver du polyèdre de position p. 

Soit par une rotation de 90 degrés autour de l’un des axes quater- 
naires de l’Assemblage; 

Soit par une rotation de 1 80 degrés autour de l’un de scs six axes binaires ; 

Soit en se reproduisant iuveisement par rapport au centre C ; 

Soit enfin par reproduction symétrique relativement à l'un des trois plans 
3 P’. Nous nous bornerons au mode de génération hémitropique. 

Lorsqu’un tel cristal éprouve l’hémitropie moléculaire, les formes hémiaxes 
dichosymétriques (tétraèdre, triakistétraedre, etc. ) se juxtajjosent de manière 
à offrir des faces parallèles deux à deux. 
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M. Miller cite un tel exemple emprunte à un cristal de diamant (voyez 
('rislal/ographie, ii” 239). On peut voir aussi de tels cristaux de cuivre gris 
figurés par M. Dufrénoy (Atlas de Minéralogie, PI. CXXIV',^’^. 44 a). 

Polyèdre |a*, 3I/,oC, oPJ. — I-es axes déficients de ce polyèdre sont 
représentés par le symbole [a* 31/’ |; d’où l’on voit que l’on peut faire 

dériver le polyèdre p' du polyèdre p. 

Soit par une rotation de 60 ou de 1 80 degrés autour de l’axe principal ; 

Soit par une rotation de 180 degrés autour de l’im des axes L'*. De ces 
trois modes de dérivation, le plus simple est la demi-rotation autour de l’axe 
ternaire du polyèdre moléculaire. 

Ce genre d'héiuitropie est assez fréquent dans le quartz, et notamment sur 
les quartz maclés de .léricLsau (*), où l’une des moitiés du cristal parait en 
effet avoir tourné de 180 degrés autour de l’axe principal pour venir coïn- 
cider avec l’autre moitié. 

Pour mieux faire comprendre la nature d’tine telle liémitropie, j’ai construit 
le dessin {/ig. 19) qui représente un plan réticulaire de l’.Assemblage des 
molécules du quartz, mené normalement à son axe principal. A droite de 
la ligne brisée toutes les molécules sont censées placées dans la posi- 

tion p ; des six atomes de la molécule supposée hexatomiqiic (voyez ci-dessus, 
f)agea42), les trois situés au-dessous du plan du dessin sont figurés par les 
pointes des flèches, les trois autres situés au-dessus du même plan sont 
censés placés aux extrémités opposées. Dans toute la partie située a gauche 
de a^y^, les molécules sont tournées dans la position p'. Les Rangées qui 
forment comme les fils du Réseau sont représentées par trois systèmes de 
droites se coupant sous l'angle de 60 degrés en chacun des Sommets du 
Réseau. Dans toute la partie p du système, ces lignes sont figurées pleines; au 
delà, dans la partie p', elles deviennent pointillées; il importe de remarquer 
que ces Rangées n’éprouvent d'ailleurs aucune interruption, malgré l’hémi- 
tropie des molécules situées au delà de a^yS. Il est facile de voir qu’il en est 
de même pour les Rangées non situées dans le plan de la figure, et qui tra- 
versent obliquement ce plan dans une direction ascendante ou descendante. 
On remarquera aussi que la ligne a^y ^ peut être quelconque; cependant, si 


(*) Gustavi Rost, dans les Poggendorff's Annalcn^ lome LXII, |>age 333. 
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l’on tient compte de cette circonstance, que l’accroissement du cristal se fait 
surtout par séries parallèles aux trois côtés de la niaille triangulaire du Réseau, 
il y aura lieu de penser que le plus souvent cette droite se décomposera en 
tronçons successifs jjarallèles à ces côtés. 

J'ai suj>posé, dans ce qui précède, que la molécule du quartz cristal- 
lisait dans le système sénaire; l'opinion contraire, savoir, que le noyau du 
quart/, est un rhomljoèdre, ayant prévalu en général auprès des physi- 
ciens, voyons si la même explication peut s'appliquer à l'hyjjothèse d’une 
cristallisation ternaire. Suivant cette manière de voir, le quartz devient un 
cristal holoaxe, et rhémitropie moléculaire ne peut plus avoir lieu sans amener 
la discontinuité des Rangées de l’Assemblage, à partir de la surface de séjra- 
ration (|ui laisse d'un côté les molécules de position p, de l’autre celles de 
]>osition p' ; à la vérité, cette discontinuité ne porterait pas sur les Rangées 
situées dans le plan normal à l’axe principal, mais elle aurait lieu pour toutes 
les Rangées obliques à ce plan. 

Or il me parait bien probable que, dans les maeles du quartz, les Rangées 
se continuent sans interruption à travers les deux cristaux emboîtés ; leur 
soudure est tellement intime, il y a si peu de tendance au clivage ou au 
miroitement suivant le joint qui les réunit, l’analogie de structure avec les 
inacles des autres cristaux bémiaxes, et avec les maeles par inversion dont je 
parlerai bientôt est si grande, que je n'hésite pas à ranger le quartz parmi les 
cristaux hémiaxes du système sénaire (*). 

I.es résultats des expériences de Savart sur le quartz s’expliquent d’ailleurs 
d'une manière très-satisfaisante, dans cette manière de voir, parla considé- 
ration de l’Iiémiaxie de son polyèdre moléculaire. 

Po/yc(/re [A‘, ol,’, C, flj. — I^es axes déficients d'un tel polyèdre sont 
représentés par le symbole 1 3 f/, 3 1/’ j ; d'où l’on voit que le polyèdre de 
position p' dérive du polyi’dre de position p. 

Par ime rotation de 1 8 o degnis autour de l’un quelconque des six axes 
binaires de l’Assemblage. Lorsqu’un tel cristal se macle avec lui-même par 
hémitropie moléculaire, l’une des moitiés parait provenir de l’autre par une 
rotation de iHo degrés autour de l’un quelconque de ces axes binaires. 


' *) L'ordre de prédominanre des faces est d’ailleurs conforinc à ce résultat. 
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Je ne connais pas d’exemple d’une telle héniitropie, mais il est probable 
que l’on pourra l’observer, par exemple, sur des cristaux d'apatite. 

Polyèdre [A*, oL’, G, II]. — Les axes déficients d’un tel polyèdre sont 
représentés par le symbole [iL’, aL'*]; d'où l’on voit que l’on peut faire 
dériver le polyèdre p' <lu polyèdre />, 

Au moyen d’une rotation de i8o degrés efFectiiéc autour de l’un quel- 
conque des quatre axes binaires de l’Assemblage quaternaire. 

La seconde moitié du cristal paraît alors coïncider avec la position que 
prendrait la première moitié après avoir tourné de i8o degrés autour d’une 
droite normale à l’une des faces (loo), (oio), (i lo), (i lo). Ce genre d’hé- 
initropie se rencontre quelquefois dans le schéelin calcaire {'voyez Miller, 
Cristallographie, n“ 248 )- 

Polyèdre [a’, 2 L'*, oC, 2 P]. — Les axes déficients de ce polyèdre sont 
représentés par le symbole [A’ ’, 2L’] ; d’où l’on conclura que le polyèdre 
p' dérive du polyèdre p, de deux manières distinctes. 

Soit par une rotation de 90 degrés dans un sens ou dans l’autre autour de 
l'axe principal ; 

Soit par une rotation de 180 degrés autour de l’un des deux axes binaires 
de première espèce, c’est-à-dire autour de l’un des deux axes déficients de 
l’Assemblage. 

Le cuivre pyriteux offre des exemples de ce genre d liéinitropie. l.a 
seconde moitié du cristal parait être identique avec la première moitié qui 
aurait tourné de 1 80 degi'és autour d'un axe normal aux faces de celui des 
deux prismes à base carrée qui est couronné par des pointements hémié- 
driques, c’est-à-dire autour d’un axe normal à la face ( 1 00) ou à la face (010) 
(voyez Cristallographie de Miller, n° a 45 ). 

Polyèdres [A’, oL’, C, oPJ et [a*, oL’, oC, 3 PJ. — Ces polyèdres 
représentent les molécules de la craîtonite et de la tourmaline {voyez 
page 245). Comme nous avons admis que ces substances cristallisaient dans 
le système ternaire, leur symétrie déficiente, en ce qui concerne les axes, 
sera représentée par [ 3 L’J : d'où l’on voit que le polyèdre de position p 
passera à la position p', par une rotation de 180 degrés autour de l'un 
i]uelconque des trois axes binaires de l’Assemblage. 
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Je ne connais pas d’exemple d’une telle hémitropie; mais il est probable 
i|u’elle se rencontrera sur la touniialine. 

Polyèdre [A*, oL“, oC, P, P']. — Les axes déficients de ce polyèdre oui 
pour symbole [L’, I/’j; d’où l’on voit que l’on fera passer le polyèdre p 
à la position p' , en le faisant tourner de i8o degrés autour de l’un des 
deux axes délicients de l’Assemblage. 

On peut alors considérer la seconde moitié du cristal inaclé comme déri- 
vant de la première par une demi-révolution autour de l’un de ces deux 
axes. M. üufrénoy (*) cite un cristal maclé de calamine dont la symétrie est 
précisément celle que nous venons d'indiquer. 

Les crLstaux ayant pour polyèdre moléculaire [A“, L', I/’, oC, oPJ ou 
[a’, oC, oP] sont lioloaxes, et ne peuvent offrir de macle par hémitropie 
moléculaire. 

I..a théorie que nous venons de développer rend doue un compte satis- 
faisant de ces divers faits d'hémitropie, dont l’interprétalion était restée 
incertaine pour les minéralogistes. 

§ II. — ■ Des eristau-x maclés par inversion moléculaire. 

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, comment on pouvait, sur 
le même .Vssemblage cristallin, disposer de deux manières différentes (lorsque 
.le polyèdre moléculaire est hémiaxe) les molécules de la substance cristal- 
lisante, sans altérer les conditions d’équilibre, mais en employant toujoui's 
dans ce but les memes molécules. 

On peut encore, dans certains cas, obtenir une double solution pour 
l'équilibre moléculaire, en conservant le meme Assemblage, mais en prenant, 
cette fois, d'autres molécules non superposables aux premières et qui, 
cependant, pourront être regardées comme identicjues avec elles. 

Soit p le polyèdre moléculaire, et soit tt son polyèdre inverse, obtenu 
en joignant chaque sommet ou atome de p avec le centre de gravité du 
[lolyèdre, et prolongeant la droite de jonction d’une quantité égale à elle- 
même ; tantôt on pourra passer de p a tt par des rotations convenablement 

(*) Traite He Miaéralogir. ^ tome II, page 607. 
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effcctuéi-s, et alore la molécule p et la molécule t ne seront que la même 
molécule différemment orientée ; tantôt au contraire on ne pourra transformer 
/> en T par aucune sorte de rotation, et alors les molécules et t seront essen- 
tiellement distinctes, quoique cependant la disposition des atomes soit iden- 
tique de part et d'autre. 

Le premier cas se réalisera toutes les fois que le polyèdre p sera du genre 
de ceux que nous avons appelés « centrés », ou « dichosymétriques » ; car 
alors il possédera soit un centre, soit un plan de symétrie, et par conséquent 
il sera toujours susceptible de coïncider avec son inverse. 

Le second cas se réalisera toutes les fois que le polyèdre p sera hémisymé- 
trique. 

Dans les cristaux lioloaxes hémisymétriques, à la position p correspond 
évidemment une seule position de l'inverse tt. 

Dans les cristaux hémiaxes héinisymétriques, aux positions /i, /^' corres- 
pondent les deux positions tt, tt' de la molécule inverse. 

De même dans les cristaux tétartoaxes hémisyniétriques, aux positions p, 
p\ p", p" du polyèdre primitif ou direct correspondraient les positions t, 
t', tt", tt" du polyèdre inverse. 

Concevons maintenant que toute la partie droite d’un cristal hémisynié- 
trique soit formée avec des molécules de forme p, et que toute la partie gauche 
soit formée avec des molécules inverses et de forme tt; concevons en outre 
que T dérive de p par une génération inverse, obtenue au moyen d’un 
centre C, ou d'un plan de symétrie P. Si l’on compare dans les deux demi- 
cristaux accolés les parties homologues relativement à ce centre ou à ce plan, 
on verra que les lignes homologues des deux moitiés de l’ Assemblage sont 
disposées inversement par rapport à ce centre ou à ce plan, attendu que ce 
centre ou ce plan font partie des éléments de symétrie de l’Assemblage ; les 
lignes homologues des molécules et t satisfont, par construction, à la 
même condition ; donc l’équilibre sera le même dans chaque moitié. D’où 
l’on conçoit la possibilité d’une juxtaposition de deux cristaux à molécules /i 
et à molécules tt, tellement intime que les Rangées de l’un des cristaux soient 
l’exacte continuation de celles de l’autre, tous les axes et plans de symétrie 
traversant le double cristal sans interruption, et l’Assemblage reparaissant 
unique dès qu’on réduit par la pensée toutes ses molécules à leurs centres. 

XX.ny Cahier. 33 
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On peut clésij'ner ce };enre particulier d’emboitement sous le nom de 
iiiacfc par inversion moléculaire, pour le distinguer de la maclc j>ar liémi- 
tropie moléculaire; la pénétration mutuelle des deux cristaux n’est pas moins 
intime dans l'un de ces deux cas (juc dans l'autre. 

Il y a cependant entre eux une difiërence physique fort importante ii 
noter; la maele par inversion ne pourra se produire qu'à la condition que 
le milieu cristallisateiir contienne les polyèdres moléculaires des deux sortes, 
flirecte et inverse : si une seule tle ces sortes existe dans les eaux mères, la 
Mwcle par inversion sera inqiossible ; si au contraire les deux sortes existent 
simultanément, et à peu près par égales quantités, la macle par inversion 
jjourra se produire sur la majeure partie des cristaux formés. 

I.es cristaux liémisymétriques actuellement connus appartiennent à trois 
sortes de jmlyèdres moléculaires que nous allons successivement consi- 
dériT, au point de vue que nous venons d'indiquer. 

Polyèdre [a’, 31 -’, oC, oPj. — C’est le polyèdre de la molécule du 
quartz. Outre son inverse propre t, que l’on peut faire dériver de p au 
moyen des éléments délicients [ C, II], il offre l’inverse -n' de son polyèdre 
c<»njugué p' , que l’on peut aussi faire dériver de p au moyen des élé- 
ments déficients [3 P, 3 P'|. Par exemple, si l’on se reporte à la Jlg. 17 où 
MNP.M'N'I’’ re‘pr(îscnte le polyèdre primitif p, et si, après avoir construit 
la droite m S. ni' symétrique de MX.M' par rapport au plan AOX qui est l’un 
des plans 3 P’, on la fait tourner de i 20 et de 2.^|0 degrés autour de AOA', 
les extrémités /«, m ' auront décrit l’un des deux inverses, à savoir l’inverse V 
du polyèdre p, et en le faisant tourner de 180 degrés autour de AO.'\', on 
obtiendra l’autre inverse ir du même polyèdre. 

Loi'sque deux cristaux de quartz, l’un à molécules de forme p, l’autre à 
molécules de forme t, viennent à se pénétrer, alors, si dans la première moitié 
on observe la disposition relative des faces indiquée par la fig. iG,on obser- 
vera dans la deuxième moitié une disposition renversée, en ce sens que l’on 
retrouvera les mêmes faces et dans le même ordre, pourvu qu’au lieu de 
tourner autour de l’axe principal dans le sens XYT, on marche dans le 
sens VTà , en faisant le tour du cristal. Dans l’un des cas, la face plagièdre 
supérieure x sera située sur la gauche de l’arête verticale à laquelle elle 
aboutit; dans l’autre cas elle sera située sur sa droite. 
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(^est il’après cette diflërence de disposition (pie M. G. Rose a été conduit 
à diviser les tpiartz en quartz à gauche et quartz à droite. 

Ces deux genres de quartz, en se réunissant, produisent une iiiacle par 
inyersiun. I^i polarisation de la lumière fournil, pour étudier de telles 
macles, des appareils extrêmement sensibles, nu moyen desquels on a reconnu 
que les surfaces de séparation des deux eristaux groupés consistent en des 
endentcinents de plans, qui ont une tendance inanpiée à être parallèles aux 
faces des pointemcnts sextuples les plus habituels. I/e cristal de quart/, de la 
fig. itl est un (juart/ à gauche, (jnartz lévogyre des physiciens. 

I,a inacle par inversion parait être encore plus fréquente dans le quart/ 
(pic la inaclc [>ar héniitropie; c'est, du reste, le seul cristal connu qui puisse 
ollrir ces deux genres de macles, étant à la lois hémiaxe et héniisymétrique. 

/‘oirèdres | A’, L’, I/’, oC, ol’] et [A’, oC, oP]. — Les macles par 
inversion des cristaux ap|)artcnant à ces deux grou|>es ont encore été peu 
étudiées jusqu’ici. 

Uans certains cas, la mucle ne pourra se produire, attendu que les atomes 
de la molécule paraissent se dis])oser constamment de la même manière ; c’est 
ce qui a lieu notamment |>our le sucre cristallisé, dont riiémiédrie ofl’re tou- 
jours le même caractère, et sur lequel l’arrangement inverse des faces hémié- 
driques ne se présente jamais. 

Dans d'autres cas, les molécules des deux .sortes existent mélangées dans 
les eaux mères; mais l'acte de la cristallisation disjoint ces molécules avec 
«•nergie, de sorte que les unes vont d'un ccité former des cristaux d’une cer- 
taine espèce, les autres, de l’autre, Ibnner des cristaux de l’espèce inverse. 
Ile fait curieux a été signalé pai' M. Pasteur, dans la crist^dlisation de l’acide 
paratartricpie (*). 


• ^ III. — Dr l' kémitropie réticu luire. 

L’hémitropie <pie je nomme réticulaire, pour indiquer que c’est l’.’Xs.sem- 
blage entier avec ses Réseaux et ses pcsiyèdres moléculaires (jui tourne de 


(*) ii n’esl iiuti plus impossible que Tacle de )a cristallisAtîon n agisse sur la structure molcru- 
laîre en la iiitidiAant ; certains faits optiques relatifs au quartz, ot les observations toutes récentes de 
M. Pasteur sur le formiate de strontiane , tiiidraieot faire adopter cette uiariière de voir. 
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1 8 o degres, et non [)liis simplement la molécule, consiste dans l’acoolement 
lie deux cristaux de même espèce, suivant deux de leurs faces planes. 

Il n’y a plus ici de pénétration avec endentenient des parties, comme 
dans les cas précédemment examinés ; c’est une juxtaposition avec soudure : 
les axes et lignes homologues des deux Assemblages ainsi rapprochés ne sont 
plus les prolongements les uns des autres. Toutefois la juxtaposition ne 
peut se faire, en général, ipi’à la condition que les faces venant au contact 
soient semblables, c’est-à-dire appartiennent à une forme de même désigna- 
tion ; en outre, il faut que les Réseaux des deux laces coïncident, Sommets 
sur Sommets, 

lorsque les deux plans réticulaires sont ainsi mis en coïncidence, il est 
clair que l’on peut toujours obtenir un second mode de coïncidence de leurs 
Réseaux en renversant l’un des Assemblages, par une rotation de 1 8 o degrés 
autour d’une droite normale au plan de jonction et passant par l’un des 
Sommets communs aux deux Réseaux superposés. 

Si de l’un de ces modes de coïncidence des deux Réseaux il résulte que les 
deux Assemblages soient le prolongement l’un de l’autre, l’autre mode ren- 
dra ces deux Assemblages géométriquement symétriques entre eux, par rap- 
port au plan de jonction; et réciproquement, si l’on débute par le cas des 
Assemblages symétriques, le retournement de i8o degrés de l’im d’eux leur 
donnera une orientation identique, de mani<-re à figurer les deux moitiés 
d’un Assemblage unique. 

Lorsque le plan servant de base commune aux deux cristaux est un plan 
de symétrie de l'Assemblage, alors les deux modes de superposition pro- 
duisent le même résultat final, savoir, que les deux Assemblages paraissent 
la continuation l’un de l’autre. 

Lorsque les deux cristaux se placent dans la position symétrique, par 
rapport à la base commune, on dit qu'il y a Mmitropie, et nous avons ajouté 
réticulaire, pour éviter toute confusion. 

Le plan ABCDEiG {fig. ao), auquel viennent s’arrêter les Rangées paral- 
lèles a A, cC, r/D,... areçu le nom de plan d'iiémilropie. La normale à 
ce plan menée par un des Sommets A, B, C, D,.... a reçu le nom d'axe 
d'iiemitropie : en général, cette droite n’est ni un axe de symétrie, ni même 
une simple Rangée moléculaire. On pourrait, à cause de cela, supprimer la 
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considération de ces axes d’hémitropie; il n’en résulterait pas grand iiicoii' 
vénient pour l'exposition des faits. 

.Maintenant, à partir de A, B, C, D, . .. , menons les droites A a', B 6',Cc', . . . 
symétriques de An, Bf>, Ce,...; il est clair que sur ces nouvelles Rangées 
nous pourrons construire un Assemblage géométriquement symétrique au 
précédent, et dont les conditions d’équilibre seront identiques à celles de 
l'Assemblage primitif. 

Haüy a fait la remarque fort juste que l'on pouvait représenter géomé- 
triquement ce phénomène, en supposant que l'une des moitiés de l’Asseiii- 
blagc tourne de 1 8 o degrés autour de l'axe d'iiéiiiitropie ; mais il est clair que 
c'est là un mouvement purement fictif, et que la coordination moléculaire se 
fait symétriquement par rapport au plan d'Iiéinitropie. 

Dans la nature, les deux -Réseaux superposés portent des molécules en 
chacun de leum Sommets, de sorte que la coïncidence rigoureuse n'est pas 
possible : les deux Réseaux, celui qui limite vers le liant le cristal inférieur, et 
celui qui sert de base inférieure au cristal supérieur, se placent parallèlement 
l'un à l’autre, les Sommets en regard, et à une distance que déterminent les 
conditions d'attraction mutuelle : dans l'un des Réseaux, les molécules ont 
l'orientation propre à celles de leur Assemblage; dans l'autre, celle propre 
aux molécules de l’autre Assemblage. 

Il résulte de ce qui a été dit ci-dessus que le plan d'hemitropie peut être 
une face quelconque du cristal; mais comme l’explication du phénomène 
suppose que le plan d’hémitropie a existé comme face-limite à une époque 
quelconque de la cristallisation, et comme la chance d'être face-limite est loin 
d’être la même pour tous les plans réticulaires et dépend de la densité de leur 
tissu, il s’ensuit que le plan d’hémitropie sera presque toujours une face de 
notation simple, appartenant à une forme normale, ou à une forme parallèle, 
rarement à une forme oblique. Je vais examiner successivement ces trois cas. 

Plan d' hémitropie appartenant à une forme normale, — Si le plan 
d’hémitropie est normal à un axe d’ordre pair, il est parallèle à un plan de 
symétrie de l’Assemblage, et alors les deux cristaux, nous l’avons déjà 
dit, peuvent être considérés comme un cristal unique, les Rangées molécu- 
laires passant de l’un à l’autre sans interruption. Dans ce cas, il ne peut se 
produire qu’une hémitropie moléculaire, ce qui arrivera si la molécule est 
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Iiéiiliaxe. Toutefois, même dans le cas de l’holoaxie, l'accolement pourra se 
manifester au dehors par des angles dièdres rentrants, adossés au pourtour 
de la face servant de plan d’hémitropie. C’est ce qui a lieu entre autres dans 
les groupements réguliers de Cristaux de cuivre natif, lesrjuels s’accolent deux 
il deux, suivant les faces du dodéatèdre rhomboidal, normales, comme l’on 
sait, aux six axes binaires du système. Les groupements des cristaux de neige 
paraissent se faire suivant une loi analogue. L’accolement pourra aussi se 
reconnaître à des lignes fines ou striées, telles que celles que l’on observe 
ilans les liémitropies de ce genre, sur l’orthose et la mésolite. 

Si le plan d’hémitropie est normal à un axe de symétrie d'ordre impair, 
c'est-à-dire à un axe ternaire, alors, au lieu de concevoir que la moitié inlé- 
rieiire du cristal a tourné de 180 degrés autour de l’axe ternaire, on peut se 
borner à lui imprimer une rotation de Go degrés dont le résultat final sera 
le meme, llauy avait désigne ce genre il’hémitropie sous le nom de transfm- 
xiiion : il est fréquent dans les cristaux du système ternaire et du système 
tcu|uaternaire. 

Lorsqu’un cristal dérivant du polyèdre [,\% ol,’, oC, 3P ou 3P'J pré- 
sente une liéniitropie normale à l’axe ternaire, ce cristal simule un polyèdre 
moléculaire (A’, 3L'* ou 3L% oC, 11 , 3P ou 3P' j. Dans les mêmes eir- 
eonstanees, le polyèdre oL% o(i, oP] pourra simuler le polyèdre 
I A’, oL’, oC, nj; l’observateur devra se tenir en garde contre ces fauss<-s 
apparences. On n’connaitra de telles liémitropies, soit parles angles rentrants 
du cri.stal, soit par la ligne de suture courant au travers des faces de la zone 
jif/i/ol qui si'qiare le sommet supérieur du sommet inférieur, soit enfin, à 
défaut de ces signes, par l’examen d’un certain nombre d’échantillons qui, 
si la disposition signalée est purement accidentelle, permettra de rapporter 
le cristid ii la catégorie des cristaux hémitropiques, ou, dans le cas contraire, 
à celle des cristaux du système ternaire. 

Plan d' liéniitropie appnrtenunt à une forme orthoparaUèle . — Dans le 
système tenpiaternaire, les plans d'hémitropie paraissent être toujours paiail- 
lèles aux axes (piaternaires ou binaires. 

Dans les systèmes séiiaire et ternaire, ces pians, y compris le cas de per- 
jH-ndicularité h l’axe teniaire, sont toujours parallèles à l'un des trois axes 
de la symétrie binaire. Kxemples : le quartz, la chaux carbonatée, la dolo- 
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mit*; tantôt le plan d'iiéiiiitropie est l'une des fiices du prisme liexaèdre régu- 
lier, tantôt il est parallèle à l’une des faces du rliomhoèdre primitif. 

Il en est de même dans le système quaternaire : le plan d’hémitropie est 
parallèle à l’une des liices de l’un des deux octaèdres de premier ou de 
second ordres. Exemples; l’oxyde d’étain, le rutile, l’Iiausmanite. 

La même loi s’applique aux cristaux du système terbinaire; le plan d’hé- 
mitropie est parallèle à l’un des trois axes. Exemples : le plomb carbonaté, 
l’arragonite, racerdè.se, la faujasite. 

Dans tous ces systèmes, je ne connais point d’exemple tl’accolcment sui- 
vant une des faces de la forme oblique j ghk }. 

Dans le système binaire, les plans de prtîsque toutes les liémitropies con- 
nues appartiennent à des faces de la zone j^''/«’oj qui est parallèle à l’axe 
binaire du système. Exemples : la chaux sulfatée, l’orthosc, le pyroxene, le 
fer arsenical, le schéelin lèrruginé, le cuivre carbonaté vert, l’épidote, le 
spliène, la vauquelinite. 

Plan d' hémitropie appartenant à une forme ohliijuc. — Ce genre d’hémi- 
tropie n’a guère lieu que pour des cristaux apjKirtenant au système asymé- 
trique, tels que le disthène, l’anorthite, l’albite. Cependant on en eoniiait un 
exemple dans un cristal binaire, l’orthose, où le plan d’hémitropie est par- 

i. 

I()is parallèle à la face de notation c», comme on le voit fréquemment sur 
les cristaux de llaveno (*). 


I -es explications que nous venoas de donner s’appliquent à l'immense 
majorité des cas d’hémitropie observés. 11 reste cependant quelques formes 
singulières dont la détermination et l'explication rigouieuses exigeront île 
nouvelles recherches. 

-Ainsi, quelquefois la loi générale de l’hémitropie réticulaire est conservée; 
l’un des cristaux dérive de l’autre par rotation autour d’une ligne normale 
à une face de notation simple; mais les deux moitiés, au lieu de rester 
accolées suivant le plan d’ hémitropie, semblent s’être pénétrées mutuel- 
lement suivant des plans de séparation divereement endentés les uns 


(*) DuraÙTOT, Truité de Minéralogie ^ lüuw 1U| page 34^* 
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dans les autres. Telles sont les iiiacles de la phakollte et de la Icwne; 
telle aussi une niaclc de cuivre gris figurée par M. Dufrénoy (* (*•) ); je me suis 
assuré que les macles du sucre offrent très-souvent cette singulière dispo- 
sition. 

D'autres fois, la demi-rotation qui fait dériver l’un des demi-cristaux de 
son voisin, paraît avoir eu lieu autour d’une arête non perpendiculaire aux 
faces. On jieut citer, comme exemple, l’Iiémitropie de l’orthose par rotation 
autour de l’arête H des cristallographes (*') : mais comme cette arête est 
normale à l’axe binaire du système, on |>eut faire faire au demi-cristal dérivé 
un demi-tour autour de cet axe binaire, sans troubler son Assemblage, et 
l’effet total de ces deux rotations équivaudra à une rotation unique de 
1 8o degrés autour de la droite normale au plan des deux premiers axes de 
rotation, c’est-à-dire à la lace h' du cristal, de sorte que l’exception n’est 
qu’apparente. Dans ce cas encore, il se fait une pénétration plus ou moins 
intime. Je pense qu’il en est de même pour les macles, avec emlwîtemeiit, 
de la bournonite, du plomb carbonaté, de la staurotide, de l’iiarmotome, 
de la cimopliane, etc. 

(ies cas singuliers méritent de fixer l’attention des minéralogistes. 

Le résultat de mon travail est donc en définitive que la théorie des molé- 
cules discontinues, polyatomiques et de forme symétrique, rend un compte 
l>caucoup plus satisfaisant de l’ensemble des faits cristallographiques que 
l’ancienne théorie des molécules continues et monoatomiques. 


(*) Atlaï du Traité de Minéralogie ^ PL CXXIV, fig. 44*- 

(*•) DvrmÊKOT, Traité de Minéralogie ^ Uimellïf pàge 
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Tableau N® L 


î'aleurs de la t/nantilé 2 ^ carré de l'airv du parallélogramme générateur, 
pour les principales J'ormes du Système terquatcrnmre. 
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Tableau N” II. 


f 'a/curs lie la quantité 2', ca/ré de l'aire du parallélogramme générateur, 
pour les principales formes du Système sénaire, rapporté à ses axes binaires 
de première espèce, et aux notations à quatre caractéristiques. 
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Tableau N“ III. 


yaleun de lu t/uanlùé 2 ’, canè de l'aire du purallélogrumnie générateur, 
pour les dijfércutes Jormes du Système quaternaire. 
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axes binaires de première 

espèce. 
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Tab, N*’ 1\ . — Valeun de la quantité £*, carré de Vaire du paraUélogrammc f’énératcur, 
pour les principales formes du Système teniairot 
les axes de symétrie étant pris pour axes cristallographiques. 
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dotation à quatre caractéristiques, la furme lut 1 1 j étant )e rhomboèdre générateur 

de TAsM'mhlage. 

jllloj 

6 

Soi 11 ! 

a-f-X 

[lois* 


joooi { 

9^ 

ioii4l 

3+16X 

{ ioio| 

18 

|3U3l| 

8~r- A 

I3I33! 

i 4 h~ 4^ 

|i133| 

6+9 X 

1 13341 

i44~i6^ 

l4i5oj 

4a 

!i33i! 

■ 4-i-). 

1.343! 

36+4 X 

tlOl 1! 

i8-t“9A 

l3.4’4l 

264-1631 

|5a7o| 

78 

;3i4i| 

s6+> 

13353! 

38-f-4^ 

I3343!' 

*4 -*-9^ 

1*354! 

38-+- 1 6 A 

b'Soj 

114 

îo44i| 

33+X 

jooaaj 

5o-t~4 ^ 

f i4^3j 

43+9X 

IS054! 

5o+i6X 

|:ai3o{ 

i'j6 

Î335i| 

38+ X 

|5i63{ 

63-Î-4X 

l4i53! 

43+9X 

|.564! 

63+16X 

I74ÎT0I 

186 

j5o5i j 

5u+X 

|43j3| 

74 r-4X 

Ill3l! 

54+9X 

13474! 

74+16X 

j3i4oj 

a34 

t4a6i) 

56+ X 

1.673! 

86-4*4^ 

|o33I ! 

^2-4-9^ 

n 

» 

Q 

M 

|i56i j 

62-H^ 

13583Î 

9S+4X 

13573! 

78+9 X 

» 

ft 

n 

H 

|447‘! 

74+X 

Î7073I 

98+4 X 

15373! 

78+9X 

U 

» 

n 

n 

16I7I! 

86+ X 

» 

V 

144831 

96+9X 

n 

n 

Notation à quatre caractéristiques , la foriiie | lot 1 

de rAssemblagi*. 

étant le rliauiboèdre générateur | 

jiiaoj 

6 

Iioiil 

3+X 

loi is! 

2-4-4)^ 

|(>ooi! 

9^ 

|ioi4! 

3+16X 

! loioj 

■ 8 

l033l{ 

8+X 

1.3Î3! 

i4'+"4^ 

Il 133! 

6+9X 

Î*i34! 

1 4”^ 16 A 

j4i5oj 

4 a 

j3l3l| 

i4-4“^ 

I3.43! 

36+4X 

|oi7i! 

i 8“4“9^ 

|.344i 

36+16X 

t5a7oî 

78 

j.34«! 

36+ X 

I3353! 

38+4X 

13343! 

34+9X 

|3*54i 

38+.6X 

17180! 

ii4 

Uo4i| 

32-f- A 

|5o5aj 

5o-4-4 A 

l4.53i 

43+9X 

jo554j 

5o+ 16X 

|3 i 3 o| 

136 

iSsSi j 

38+ X 

1 .563! 

63+4X 

1*453! 

43+9X 

l5.64i 

63+16X 

174II0I 

■ 86 

jo55i| 

30+ X 

1347»I 

74+4X 

!*>3i! 

544-9^ 

143741 

^44“ 

|3.4o| 

334 

13461! 

56+ X 

16173! 

86+ 4 X 

|303l! 

73+9X 

N 

» 

n 

M 

;rM6ii 

63+ X 

153831 

98+4 X 

15373! 

78+9 X 

n 

w 

U 

1» 

!437'I 

74+X 

lo77a| 

98-I-4>. 

1*573! 

78+9 X 

H 

n 

» 

" 

i‘67‘1 

86+ X 

H 

» 

l4{83! 

96+9 X 

1» 

» 
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ETUDES CRISTALLOGBAPHIQl’ES. 2 

TaüLkau N® V, 

V aleurs de la quantité £*, carré de /'a/re* du \iûraîlélo^ramme générateur f 
pour les principales formes du Systètne ternaire^ 
les arêtes du rhomboèdre générateur étant prises pour axes ctistailographiques. 


NoUlion à (rois caraciénsliques, la forme | looj étant le rhomboèdre générateur 

de l’As&emblagc. 


6 

tiooj 

a-f-> 

|ioi| 

a+4 X 

|...| 

9^ 

|aiii 

i 8 

Im.| 

8 -hX 

iaTij 

i4*+*4X 

jaoij 


j3oij 

4a 

[iiol 


|3«0) 

a 6 + 4 X 

jaiaj 

1 8 *f“ÿX 

}3Taj 

78 

|ïïi! 

'aC-t-i 

|3â«t 

38+4 X 

jsTij 

a4-t-9X 

|47i| 

114 

j3li! 

3a+X 

i4..t 

5o-f“4 X 

l47o) 

4a-f-9X 

j3â3j 

136 

|3ao! 

38-hX 

Î33a! 

63 + 4 X 

l3aai 

4a+9X 

jSloî 

18 C 

|a3aj 

5oH-^ 

i43.| 

744 - 4 X 

|4a.î 

54-I-9X 

157. i 

i34 

133. 1 

56+ X 

Isâi'l 

86+ 4 X 

|5TÏ| 

ja+gX 

n 

» 

|4aî’l 

6 a+X 

|53oj 

98 + 4 X 

|5loi 

78 -t-gX 

H 

» 

l43o| 

74 + i 

Î343| 

98+4 X 

(43a| 

78+9 X 

n 

n 

|34a| 

86 - 1 - ). 

n 

M 

|53.| 

gfi-hgX 

n 
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«JO ETUDES CRISTAM.OGRAPHIQURS. 

'rABLE.w N" VI. — Valeurs de £*, carré de Vaire du parallélogramme générateur, 
pour les ptîncipales formes d*t Système terbinaire. 





Mode i>ctaédral l'f^cUngulaire 


|iiol X' 4" i !|>oo| 4^^ 

[loij! X' 4- I |oïo! 4 ^ 

]oi 1 1! X 4- I iooil 4 

jai i |^4 ^^-hÂ4-ï 1 1 1 1 j 4^'4“4^‘H-4 
{ iai!| X'+ 4 3^+1 |»*o! * 6 X'- 4 - 4 ^I 
il I ai V X 4 - 4 'ao> I *6 X' 4 - 4 


[ laij^ X^4- 4 X-f- 1 

|i lat X'-(- X 4- 4 
|3io] gX'4-X 
j3oi( gX' 4- I 
ji3o[ X' 4- gX 


|o3i!: 9X4- 
|oi 3 i X 4- 9 


jiao! 4X'4- 16 X 
*ioa| 4 X'4- 16 

joaij 16X4-4 
4X4-16 


|oia| 

4 ^ 


































ÉTUDES CnlSTALLOGRAPHIQllES. 
Tableau N" VIT. 


Classification tics polyèdres^ d'après la nature de leur ^'mètrtc. 


roi.TioM 

ttaaou: uc la tTiman bc roivxBKK. 

CLASU 

«lu 

poljftJre 

Aftvmrtnauf 




1 


( oL, C, oP. 



dépourvu d'axes 


. 





1 oL, oC» P. 

3* 




' A’f, oL’, oC, O P. 

4* 




A’f, oL’.C, n. 

5* 




A’», jL’, 9 L’% oC, oP. 

6* 



d’ordre pair. . . 






A’*, oL*, oC, yP, ?P'. 

7* 




A-t, yL’, 7 L'>, C, n, yP’.yP'L 

S- 


pourvu d'un axe 


A’», ayL’, oC, îyP. 

9' 


principal 


AM+', oL% oC, O P. 

lO* 




A'f*', 0 L’, C, 0 P. 

1 1* 




A’**<, oL'.oC, n. 


STmrtnc|ue 







d’ordre impair . ^ 

A’f-', (ay + i)L*, oC, O P. 

i3' 




A’f-', oL’, oC, (ay + i)P. 

•4' 




A’f+', (jy+l) L’, C,(ly-M)P'. 

i5' 



1 

A’f-',{2y + i)L’,oC,n, (ay+i)P 

i6’ 


I 

1 

4L’, 3L’, oC.oP. 

'T 


l 

l 

4L’, 3L’, C, 3P’. 

i8' 



quaterternairc A 

4L’,3L’,oC, CP. 

•9' 


spherot'drique ( 

1 

3 4 oC, oP. 

20' 


1 

' 

3L',4L’,6L',C, 3P*.6P’. 

21* 


1 

( 

6L', loL’, i5L’, oC, oP. 



1 

dweinternaire. .i 





1 

6L>, ioL>, i5L’, c, i5P>. 

a3* 

D«IH M ubieau, f e«t un nombre «ntier quelconque, poaiUf, el «u moio» éçal A i. 
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éTirOES CBISTAU.Or.HAPHIQUES. 


Tableau N® VIII. 

Clastificalion îles polyèdres moléculaires, if après tes ^sternes chstaltins 
auxquels ils se rapportent. 



« 

1 SC lA STUâTRIK 

ttK U tVHCTSIt 

1 «lu poljédre mol('cuUtr«, (Sri -^/J- 

du polyidrc «quivalent,l5e|. 

Sjstimr ftsymetrique [oL, C» c 

.P] 

oL, C, oP, 

oL’, 0, O P, 
A‘, O L’, C, 0 P, 

oL, C, oP. 

O I., oC, n P, 

oL’, oC, O P, 
A*, oL’, oC, oP, 

0 L, oC, 0 P. 

j Systemt’ binaire [A% O C, nj | 

A""*>, oL', c, n,oP, 

A’, 0 L’, C, n, 0 P, 

A'“=*=', («>mrti)L’, c, (6ik±:i)P, 
A‘, 5L',C, 5P, 

A*, c, n. 

A'**=*^% oV, oC. oP, 

A*, oL*, oC, O P, 

A‘»*', (6 mil) L% oC, oP, 
5L% oC, O P, 

A’, oC, oP. 

oL, oC, P, 

A<-*', üL’, oC, (6m±i)P, 
A‘, oL>, oC, 5 P, 

A*«*‘, ol,’, oC, n, 

A‘, 0 L’, O C, n , 

O L*, oC, n. 

Système terbiuaire [A% U, L'*, C, 11 

P'. P'>] 

A”"*’, (6m±l ;L% (6ntd:i)L'', C, n, {6j»±i) P% l6m±i) P'’ 
A', U, I/’, C. n, P‘, P-, 

A’, L’, V\ c, n, P’, P'’. 

A"-*’, (6m±i)L>, (6m±i) L", oC, oP, 
A’, L>, L'*, oC, oP, 

A>, L’, I/’, oC, oP. 

A""*’, oL’, oC, (6m± i)P, (6m± i)P', 
A>, oL>, oC, P, P', 

A’, oC, P, P'. 

A‘"*', (6m±i)L’, oC, n, (6m± i) P’, 
A‘, 5L', oC, n, 5P, 
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ETt 1»ES CBISTALI-OdRAPHIQUES. »73 

[Siiiic.| Tableau N“ Vlll. 

Clarification ries polyèdres moléculaireSy rl'après les Systèmes cristallins 
nuxquch t/s se rapportent. 


klMaOl.K Ht LÀ «TMfTIlE 

da potyj'ilre moli’ctilaire, (SoS^)4 

St«DOLt fit LA BTMKTRU 

du }>ol;i(ttre iM|uiraten(, (Sc]> 

1 Sysiètnc ternaire [A’, 3L% C, 3 P’] | 

Jfi/n-l- 3)L>, C, (Gm -P 3)P’, 1 

A>, 3L’, C, 3P', 

•A’, 3L’, C, 3P’. 

A*— >,(Gm-l-3)L’, oC, oP, 
A’, 3L>, oC.oP, 

A’, 3L’, oC, O P. 

A-»*, oL>, oC, (6m -+-31 P, 


A’.ol.’, oC, 3P, 

A’, oL’, oC, 3P. 

A*-»>, oL’, C, O P, 


A'p oL*, C, O P, 

A% oL% C, O P. 

A*"*’, oL», oC, O P, 


A*, O I.’, 0 C , O P, 

A% O uC, 0 P. 

Système quaternaire [A*, uL*, 3L'\ 0, n, 

aP’, aP”] 

A'****', (GmrtaJtZ, (Gm±a)L'*, C, n, ^'6m±a) I”,(6mita) P'’ 
A', IL’, iL”, C. n,îP’, aP”, 

A"”*‘, (6m±a) L’, (6m±ï) I.'S oC, O P, 

A', iL’, aL", oC, O P, 

•V, aL>, aL”, C, II, aP’, aP” 

A'”"*', (iam± 4 ) ï'*! — 4 ) 

A', 4 L*» 1 4 

A’, aL’, aL”, oC, o P. 

A”**', (iam±:i)L’, oC, (tim±i) P, 

OU A% a L% oC, a P', 

A’, aL’, oC, a P, 

A’’-*‘, oL’, o0,(6m±a)P, (Gm±a)P', 
A‘, oL’, oC, a P, a P', 

ntl A*, aL'*, oC, a P. 

A"”*‘. (ïam ±4) l-'i O C, (iam± 4) P> 

A*, ^ L’, O C, 4 P» 

A""””, oL’,C, n, 

A‘, oL’, oC, a P, a P 

A’, oL’, C, n. 

A’, O L‘, C, II. 

A'**"*"» OÏA oC, O P, 

A‘, oL’.oC, oP. 

A’, oL’, oC, O P, 

1 Système sènaire [A% 3L*, 31 /*, C, n, 3P*, 3P'*] | 

A—, 3mL’, 3mV', C, H, 3mP>, 3m P”, 
A', 31.’, 3L”,C, n, 3P’, 3P'', 

j A‘,3L’,3L”,C,n,3P>, 3P >. 


XXXiy Cahier, 35 
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^74 ÉTITRES CBISTAI.I.Or.BAPHIQliBS. 

[Suite.] Taileac N® Vlll. — Classification des polyèdres moléculaires, d’après les 
Systèmes cristallins auxquels ils se rapportent. 


•Tuoie m LA •Tatuint «raiOiE •< U 

du po1]f6dre molrcultire, du polyèdre éqaiTileiii, lS«|. 


[Suite.] Systèmr sénaire (A% 3 3L** 

, C, ri, 3PS 3P*'] 

A*", 3mL’, 3mL'% oC, o P, 
A<, 3L’, 3L", oC, O P, 

A‘", f>mV, oC, 6mP, 

A*, 6 LS oC,6P, 

1 

1 

1 

' AS 3LS 3I.'S oC, oP. 

' 1 

A'“-®S (6m4- 3)L% oC, n, (fim+ 3) P, 
AS 3LS oC, n, 3 P, 

I 

1 OU A% 3L% oC, n, 3 P', 
I ou A», 3L'S oC, n, 3 P. 

A*", oL’, oC, 3/7» P, 3m P', 
A*, oL% oC, 3P, 3 P', 

A**, 6mL’, oC, 6m P, 
A*,6L% oC, 6P, 

Î 

1 

1 AS oLS oC, 3P, 3P'. 1 

' 1 

A*"''*'', (6mH-3)L%C, (6m-l-3)P-| • 
A*, 3L% C, 3 P*, 

i 

ou AS 3LS c, 3PS 
1 ou AS 3I.'S C, 3P’>. 

A'*, oLS C, n, 
AS oLS c, n. 

1 

[ AS O LS C, II. 

(6m -è-3)LS oC, O P, 
A’, 3L*, O C, O P, 

1 

1 

1 OU A*, 3L^, oC, oP, I 

1 ou A*, 3L'*, oC, O P. 1 

A*% oh\ oC, O P, 
A*, oL’, oC, oP, 

i 

1 

j AS oLS oC, oP. j 

A'-*S oLS oC, (6m -t- 3|P, 
AS oLS oC, 3 P, 

1 

1 OU A% oL*, oC, 3 P, 

1 ou A% oL*, oC, 3 P'. 

A***S oLS oC, n, 
AS oLS oC, n, 

1 

1 

[ AS oLS oC, n 

A*-^S oLS c, oP, 

A*, oL’, c, oP, 

i 

1 

[ AS O LS c, O P. 

A*"+S oLS oC, oP, 
AS oLS oC, oP, 

1 

1 A*, oL', oC, O P. 


Sysiémr terguaicmairg [3L*> 4^*» C» 3 P*, 6 P*] 


3LS 4LS 6LS c, 3P-, 6PS 

3 LS 4LS 6LS c, 3PS 6P' 

3LS 4 LS 6 LS oC, O P, 

3 LS 4 LS 6LS oC, 0 P. 

4 LS 3 LS oC, 6 P, 

4 LS 3 LS oC, 6 P. 

4LS 3LS C, 3PS 
6 LS loLS i5LS C, i5PS 

j 4 LS 3LS C, 3 P’ 

4L*, 3L% 0 c, o P, 

6 LS loLS i5LS oC, o P, 

j 4 LS 3LS üC, oP. 
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ETUDES CRISTALLOGRAPHIQUES. ’X'JJ 

Taileal' N® IX. — Nombre de faces fies formes cristallines, dans les différents Systèmes, 
et pour les di\>ers cas d ’hémiédrie quils peuvent offrir. 


il« •uWcviaIr*' 


I tXlall I Nosbr* 

4 e« (arv*. I Ah tatH 


Tnbloau 

Sjratinc lerquatcrniirv. pi|f*.aa3 " 

3L% 4L'. oC, oP Col. I la i 

3L*,4L%C, 31» 1,3 aj . 

3L», 4L'. oC, 6 P 1,4 341 

3L*, 4L*, 6L', oC, oP I, a i 

4L', 4L% 6L*, C, 3P*, 6P* .. i.a, 3, 4 4» 

Tibloau 

ft«Qalr«. r «* 

^ narr#^'». 


A', oL% oC, oP 

Cot. 1 

3 A 

V, oL’, C, oP 

1 , 5 

6 D 

A', oL*, oC, n 

1 , G 

6 C 

A*, oL’, oC, JP,. 

** 7 

G D 

A', oL', oC, 3F 

., 8 

6 D 

A', oL*, oC, oP 

* t 3 

G E 

A', 3L*, oC, oP 

1 , 3 

! 6 F 

A', 3L'*, oC, oP. 

• . 4 

' 6 F 

oL', C, n 

1 , 3 , S, r> 

la E 

A', 3L% C, 3F 

i.î.5,7 

13 F 

A*, JL”, c, Jl- 

1 , 4 , 5, 8 

13 F 

A', oL', oC, 3P, 3F.... 

7.8 

■ a G 

A», IL*, oC, n, 3F 

I, J, 6 , 8 

la H 

A', 3L'*, oC, II, 3P 

•.4.0-7 

13 H 

A*, JL', JL”, oC, oP 

1 , 2f 3, 4 

13 I 

A', JL’, JL”, C, II, JP*, JP". 

I h 8 

ai K 




SyaiAmt qoatemalre. 

pageaaS. 

• 

A', oL', oC, oP .... 

Cui. 1 , a 

4 B 

A', oC, oP(*) 

f, G 

4 C 


f«‘! l**!t*t|f**"! 


Uof*) 


13 E i ti E 


*! {»“*( 


fiitei* aoftMUf* 

|i.o| 

(■■•! 

l‘“>t 

13 D 

4 A 

6 A 

13 D 

8 A 

G A 

13 Ü 

4 A 

G A 

13 D 

8 A 

6 A 

ta D 

8 A 

G A 

t >'»l 

j.oT.j 


J fi 

3 fi 

1 

G G 

G G 

a A 

3 fi 

es 

«PI 

a A 

6 G 

3 B 

r 

3 B 

6 G 

1 

6 G 

GG 

t ' 

3 B 

6 G 

a A 

G G 

3 fi 

3 A 

0 G 

6G 

a A 

6 G 

6 G 

a A 

0 G 

G G 

a A 

GG 

6 G 

1 

JB 

6 <i 

3 \ 

6 G 

6 G 

3 A 

6 G 

J B 

3 A 

6 G 

G c; 

a A 

I*'») 

t*“! 

f«>j 

4 D 

4 D 

1 

4ü 

4 D 

a A 


I (*) Ce pohèdre o« p«at critulliter deiu le Système 
eulièrr* mooece» i la page 399. 


quaternaire que a*il aati^laH A ceriaiara rondiiioQ» parti- 
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1ij6 ÉTUDES CRISTALLOGRAPHIQUES. 

I'ableai: IX. — lYotnhrc de faces des formes cristaliines, dans les différents Systèmes, 

[Suite. J et pour les divers cas d'hémiédrie ffuils peuvent offrir. 


MHVOIK M U 

d* toolécutelrc 


![SnUr. ] SyitAtn« qisitcrrtair*. 


A‘, OLV c, n 

A‘, oL', oC, ïP, jP'.. 

I A', jL’, oC, ïP' 

) A*, tV\ oC, iP 

A-, aL*. iL'*. oC, oP 

A-,aL>, aL'*,C. Il, aP‘, aP- 


Sytièine ternaire 


I A\ oL*, oC, oP 


A*, oL*, C, oP.. 
j A*, oL*, oC, 3P 
■ A*, ÎL% oC, oP. 
I A-, 3I.S c, 3P-. 


Syilème terbioaire. 



Détail 

4m («rM. 4 m fam. 



SyatAne binairo. 



Système asymctriqne» 


DM 




^o#a} {y* Jo) 


3 B 

3 Ü 

1 . 

6 G 

6 G 

- 

G H 

6G 

i 

6 H 

3 B 

i 

ta R 

6 G 

; ’ 


Tableau 
pa^r<' a?i. 

' 

Col. 1 , 4 

4 F, 

s ' 

4 F 

1 » h 3» 4 

8 G 

Tableau 

paçoala. 

m 

c»i. 1, 4 

a B 


y B 

1 , >, 3, 4 

4 G 


a B a Ü 
41 ; 4<J 



M I I ODOt 


I 
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RAPPORTS 

A L’ACADÉMIE DES SCIENCES, 

Pah M. CAUCHY. 


Itapport sur un Mémoire de .M. Bravais relatij à certains systèmes 
ou assemblages de points matériels (i). 

(Commissaires; MM. Biot, Beudant, üiifrénoy, Régnault, Lamé, Caiicliy 

rapporleiir.) 

Parmi les applications que l'on a faites de la géométrie, rune des plus remar- 
quables est la science nouvelle créée, vers la fin du dernier siècle, par l'auteur de 
VEssai sur la msUtllo<jraphie. Après avoir observe que les cristaux sont des assem- 
blages de molécules similaires, notre illustre Ilaüy a recherché les lois suivant 
lesquelles les diverses molécules d'un corps se trouvent réunies et juxtaposées 
dans un même cristal. Aux observations que l'auteur avait faites, sont venues se 
Joindre des observations nouvelles; et, enrichie par les fécondes méditations des 
minéralogistes^ la science qu'il avait fondée a pu se perfectionner et s'étendre eu 
participant aux progrès <le la physique moléculaire. Toutefois, M. Bravais a pensé 
que la cristallographie pouvait subir encore des perfectionnements; et il est effee- 
tivement parvenu à découvrir, dans certains systèmes de points matériels, des pro- 
priétés qui sont digues de remarque, et des caractères qui peuvent être utilement 
employés à la classification des cristaux. L'étude de ces propriétés, de ces carac- 
tères, est l'objet spécial du Mémoire dont nous avons en ce moment à rendre 
compte. Essayons d’en donner une idée en peu de mots. 

Considérons trois séries de plans tellement disposés, que les divers plans d'une 
même série soient parallèles entre eui et équidistants, sans être jamais parallèles à 
aucun plan d'une autre série. L’assemblage des points suivant lesquels se couperont 
tous CCS plans formera ce qu’on peut appeler t\nsj-siéme réticulaire, et ce système, 
suivant la remarque déjà faite par divers auteurs, spécialement par .ft. Delafosse, 


(,) Kxirail tirs Compirs rendm de t'Jradèmif des Setences, séance Hii 6 août iSjg, I. XXIX, 
p. |33. 
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sera éminemineni propre à représenter le système des points avec lesquels coïnci- 
dent, dans un cristal quelconque, les centres des diverses molécules. D'ailleurs ces 
trois séries de plans, dont chacun est appelé, par M. Bravais, plan réticulaire, 
partageront l’espace en parnllétipipédes élémentaires, tons égaux entre eux; et les 
divers points du système, compris dans un même plan réticulaire, formeront un 
réseau dont les mailles, les fils et les neeuds seront, d'une part, les parallélogrammes 
élémentaires qui serviront de base aux parallélipipcdcs ; d’autre part, les droites 
sur lesquelles sc mesureront les côtés de ces parallélogrammes, et les points d’in- 
tersection de ces droites ou les sommets des parallélogrammes dont il s'agit. 
M. Bravais appelle paramètres les longueurs des trois arêtes d’un parallélipipéde 
élémentaire adjacentes à un iiiénie sommet ; il nomme tétraèdre élémentaire un 
tétraèdre construit sur ces trois arêtes, et trianijle élémentaire un triangle qui a 
pour côtés deux côtés adjacents d’un parallélogramme élémentaire. 

Cela posé, M. Bravais commence par établir, tantôt à l’aide de la géométrie, 
tantôt à l’aide d’une analyse tout à la fois élégante et simple, les propriétés géné- 
rales des réseaux. Il prouve, en particulier, que les nœuds d’un réseau donné sont 
en même temps les noeuds d’un nombre infini d’autres réseaux, dont les fils.se 
coupent sous des angles divers, mais dont les mailles sont loiijounî équivalentes en 
surface aux mailles du premier.il prouve encore que, parmi les triangles élémen- 
taires correspondants aces divers réseaux, il en existe un, mais un seul, qui offre 
trois angles aigus, et que ce triangle, auquel il donne le nom de triangle principal, 
a pour côtés les trois plus petits paramétres que l’on puisse obtenir en joignant 
l’un à l’autre les nœuds du réseau donné. 

Après avoir établi les propriétés des réseaux, M. Bravais a recherché celles des 
assemblages ou systèmes réticulaires. Il a reconnu il’abord que les nœuds dont se 
compose un système réticulaire peuvent être fournis, d’une infinité de manières 
différentes, par les intersections de trois séries de plans parallèles, auxquels cor- 
respondent des parallélipipèdes élémentaires de formes diverses, mais égaux en 
volumes. Il prouve que, parmi les tétraèdres élémentaires correspondants h un 
système réticulaire, c’est-à-dire à un système donné de nœuds, il existe un tétraè- 
dre principal, dans lequel chaque angle dièdre est ou un angle aigu, ou un angle 
droit, l’une des bases de ce tétraèdre ayant |)our côtés les deux plus petits paramè- 
tres que l’on puisse obtenir en joignant l’un à l'autre les nœuds donnés. Enfin, 
M. Bravais nomme axe de sj’ine'trie d’un système réticulaire, une droite tellement 
choisie, qu'il suffise d’imprimer au système autour de cet axe une rotation mesu- 
rée par itn certain angle pour substituer les divers nœtids les uns aux autres; 
puis il démontre^tie l’angle qui sert de mesure à la rotation doit être nécessaire- 
ment égal soit à un ou à deux droits, soit au tiers oti aux detix tiers d'un angle droit. 
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Donc le rapport de la circonférence entière k l’arc qui mesure la rotation ne peut 
être que run des nombres a, 3, 4i 6 ; et la symétrie est nécessairement, suivant le 
langage adopté par M. Bravais, binaire, on ternaire, ou quaternaire, ou sénaire. 
D’autre part, il est clair que, si un système de noeuds tourne autour d’un axe pas- 
sant par un point quelconque, le mouvement de rotation effectif de tout le sys- 
tème autour de cet axe ne différera pas du mouvement apparent de rotation autour 
d’un axe parallèle passant par un noeud quelconque, aux yeux d’un observateur 
dont la position coïnciilerait avec ce même na-ud. Il en résulte immédiatement 
qu’à tout axe de symétrie qui ne passe par aucun nœud d’un système donné, cor- 
respondent toujours d’autres axes de symétrie parallèles au premier, et passant 
par les divers noeuds du système. Il est d'ailleurs facile de voir que tout axe de 
symétrie passant par un noeud donné, coïncide nécessairement, ou avec l’une des 
arêtes d’un parallélipipède élémentaire qui a ce nœud [xuir sommet, ou avec l’une 
des diagonales d’un tel parallélipipède, ou avec la diagonale de l'une de ses faces. 
Ces priuci( 5 es étant admis, on peut, comme l’a fait M. Bravais, classer les divers 
systèmes réticulaires, ou plutôt les divers systèmes de nœuds qu’ils peuvent offrir, 
d’après le nombre et la nature des axes de symétrie qui passent par un nœud 
donné. L’auteur compte effectivement sept classes d’assemblages ou systèmes de 
nœuds, distinguées les unes des autres par les caractères que nous allons rappeler. 

Les systèmes de la première classe, correspondants au premier système cristallin . 
des minéralogistes, ofirent quatre axes ternaires, trois axes quaternaires et six axes 
biliaires. Les formes distinctes comprises dans cette classe sont : i” le cube; a° le 
cube centn» ou rhomboèdre de lao degrés, ou] octaèdre à base carrée; 3® le té- 
traèdre régulier, ou octaèdre régulier, ou rhomboèdre de 70 ® 3i'44”- 

Les systèmes de la seconde classe, correspondants au second système cristallin 
des minéralogistes, offrent un seul axe quaternaire et quatre axes binaires. Les 
formes comprises dans cette classe sont : i® le prisme droit à base carrée; 2 ® le 
prisme droit centré à base carrée, ou octaèdre à hase carrée. 

Les systèmes de la troisième classe offrent un seul axe sénaire et six axes binaires. 
Celle classe présente d'ailleurs une seule forme, savoir: le prisme droit, quia 
pour base un triangle équilatéral. 

Les systèmes de la quatrième classe offrent un seul axe ternaire et trois axes 
binaires. Cette classe présente une seule forme, savoir : un rhomboèdre, dans 
lequel deux sommets opjxisés sont les extrémités d’un axe de .symétrie ternaire, 
les six .autres sommets étant ceux de deux triangles équilatéraux, dont les plans 
parallèles entre eux divisent en trois parties égales la diagonale dont il s’agit. 

I.«s systèmes de la troisième et de la quatrième classe correspondent au troi- 
sième système cristallin des minéralogistes. 
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I^s systèmes de la ciiiquiéine classe, correspondants au quatrième système cris* 
tallin des minéralogistes, oITrent trois axes binaires. Cette classe présente quatre 
formes distinctes, savoir : le parallélipipcde rectangulaire centré ou non centré, et 
le même parallélipipède ayant deux ou six faces centrées. 

Les systèmes de la sixième classe, correspondants au cinquième système cris- 
tallin des minéralogistes, offrent un seul axe binaire. Cette claSse présente deux 
formes, savoir : le prisme droit centré ou non centré, qui a (>our base un parallé- 
logramme. 

I.A's systèmes de la septième classe, correspondants au sixième système cristallin 
des minéralogistes, sont ceux qui n’ulfrcnt aucun axe de symétrie. Cette classe 
comprend une seule forme, savoir : le prisme oblique, qui a pour base un paral- 
lélogramme. 

Eu résumé, si, les divers systèmes cristallins étant caractérisés par le nombre et 
la nature de leurs axes de symétrie, on range ces systèmes dans l'ordre indiqué 
par le nombre de ces axes, on obtiendra le tableau suivant : 



KOHBIIE DES AXES DE SIMÉTOIE 

NOMBRE TOTAL 
de* axM 
de synoétrie. 

bin«ire. 

(«maire. 

qoaleritaire. 

aénatre. 

SyMème terqiuilcroairc..... 

G 

4 

3 

• 

■ 3 

Système sènaire 

6 

» 

» 

1 

7 

Système qualeroaire 

4 

» 

1 

» 

5 

Système ternaire... 

3 

1 

» 

■ 

4 

Système turbinaire. 

3 

» 

R 

• 

3* 

SyMème hinain*.... 

r 

n 

P 

■ 

1 , 

Sy.'ilènvf a^y^ 1 ètnquR 

0 

» 

» 

f) 

0 


Eu terminant, M. Bravais établit divers théorèmes relatifs aux faces semblables 
ou plutôt similaires qui se trouvent échangées entre elles quand on fait tourner un 
système réticulaire autour de run quelconque des axes de symétrie. 


Digitized by Google 



283 


A l’académie des sciences. 

Les Commissaires pensent que dans ce nouveau travail M. Bravais a donné de 
nouvelles preuves de la sagacité qu’il avait déjà montrée dans d'autres recherches. 
En conséquence, ils sont d'avis que le Mémoire soumis à leur examen est trés^iigne 
d’étre approuvé par l’Académie et inséré dans le Recueil des Savaitis étrangers. 

IjSs conclusions de ce Rapport sont adoptées. 


Rapport sur un Mémoire présenté par M. Bravais, et intitulé; 

Études sur la cristallographie (i). 

(Commissaires : MM. Dufrénoy, Régnault, Lamé, Cauchy rapporteur.) 

Dans un précédent Mémoire que l'Académic, adoptant les conclusions du Rap- 
port présenté par six de ses Membres, a jugé très-digne de son approbation, 
M. Bravais avait considéré le système des points matériels avec lesquels coïncident, 
dans un cristal quelconque, les centres de gravité des diverses moléctdes. Partant 
de la remarque faite par divers auteurs, spécialement par M. Delafossc, que ces 
centres forment un système réticulaire, c’est-à-dire qu’ils se réduisent aux points 
suivant lesquels des plans équidistants et parallèles sc trouvent coupés par deux 
autres séries de plans équidistants et parallèles, il avait compris la nécessité d’étu- 
dier avec beaucoup de soin la nature et les propriétés d'un système réticulaire 
quelconque, et des réseaux dont chacun a pour nœuds les points du système ren- 
fermés dans l'un des plans réticulaires. Il avait facilement reconnu que les trois 
séries de plans réticulaires partagent l’espace en parallélipipèdes élémentaires tous 
égaux entre eux, et que les nœuds d'un réseau donné sont en même temps les 
nœuds d'un nombre infini d’autres réseaux dont les fils se coupent suivant des 
angles divers, mais dont les mailles sont toujours équivalentes en surface aux 
mailles du premier; puis, en nommant axe de symétrie d’un système réticulaire 
une droite tellement choisie, qu’il suffise d’imprimer au système autour de cet 
axe une rotation mesurée par un certain angle pour substituer les divers nœuds 
les uns aux autres, il avait démontré que l'angle qui sert de mesure à la rotation 
doit être nécessairement égal, soit à un ou à deux droits, soit au tiers ou aux deux 
tiers d’un angle droit. Par suite, le rapport de la circonférence entière à l’arc qui 


(l) Extrait des Comptes rendus de V Académie des Sciences, séance du 3 $ févripr i 85 iÿ 
t. XXXII, p. 384. 
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mesure la rotation ne pouvait être que l'un des nombres a, 3 , 4 i 6; et la symétrie 
d'un système réticulaire devait être, suivant le langage adopté par M. Bravais, 
binaire, ou ternaire, ou quaternaire, ou sinaire. Enfin, après avoir établi ces prin- 
cipes, l'auteur avait observé qu'ils pouvaient être utilement appliqués à la classi- 
fication des cristaux ; et en classant les divers systèmes réticulaires, ou plutôt les 
systèmes de nœuds qu'ils peuvent offrir, d'après le nombre et la nature de leurs 
axes de symétrie, M. Bravais avait compté sept systèmes distincts, caractérisés par 
les axes de symétrie que nous avons mentionnés dans notre premier Rapport, savoir: 
les systèmes terquaternaire, sénaire, quaternaire, ternaire, terbinaire et binaire, et le 
système os/mètrique, c’est-à-dirc celui qui n'offre aucun axe de symétrie. 

Dans le nouveau Mémoire dont nous avons à rendre compte, M. Bravais ne se 
borne plus à la recherche des propriétés du système réticulaire formé par les 
centres de gravité des molécules d'un cristal. Pénétrant plus avant dans les profon- 
deurs de la science, il s'occupe aussi des diverses formes que peuvent offrir les 
molécules cristallines, et de l’influence que ces formes doivent exercer sur la 
cristallisation. Déjà, dans un Mémoire présenté à l'Académie le 3 i août 1840, 
M. Delafosse avait signalé celle influence, et observé qu'elle suffit pour expliquer 
de f/rétendues exceptions à la loi de symétrie, regardées comme des anomalies constantes 
dans certaines espèces minérales, telles qtse bi pyrite, la ioracite, la tourmaline, le 
quartz, etc. Déjà, il avait insisté sur celte considération, que deux parties d’un 
cristal géométriquement semblables peuvent avoir des structures ou constitutions molé- 
culaires différentes, et que, dans ce cas, on «e peut plus dire quelles sont en tout point 
identiques. Déjà le savant professeur, attribuant la formation des cristaux dits 
hémiédriques aux particularités qui caractérisent leur constitution moléculaire, avait 
cherché, par exemple, l’explication de l'hémiédrie de la boracile dans la forme 
tétraédrique de la molécule, et de l’hémiédrie du quartz dans une sorte de distor- 
sion d'une molécule rhomboédrique. Mais en confirmant ce principe, que la forme 
de la molécule exerce une injluence notable sur la cristallisation, M. Bravais arrive, en 
outre, à celle conclusion remarquable que, pour expliquer fous les’ phénomènes 
de l'hémiédrie, il suffit d'avoir égard à celte influence et aux effets qu’elle petit 
produire. Pour établir celle proposition, M. Brivais commence par examiner les 
divers genres de symétrie que peut offrir une molécule cristalline, considérée 
comme un système d’atomes, et représentée par un polyètire dont ces atomes 
occupent les soniinels; puis il recherche les lois suivant lesquelles la symétrie de 
la molécule se transmet en partie au système réticulaire, formé par les centres de 
gravité des diverses molécules dont un cristal sc compose. Entrons, sur ces deux 
points, dans quelques détails. 

M. Bravais observe d'abord qu’un polyèdre peut offrir trois éléments de symé- 
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trie, savoir : l’cipiiieiit point ou centre de sy métrie, réicincnt ligne on axe de synié- 
Irie, et l'élément plan on fdan de sj'métrie. 

Le centre île symétrie d'un polyèdre est lin point autour duquel les sommets, 
pris deux à deux, sont rangés sur des diagonales dont ce point est le milieu, 
line droite est un axe de symétrie d’un polyèdre, lorsqu'il suffit d’imprimer à 
I celui-ci, autour de cetle droite, une rotation mesurée parmi certain angle pour 

substituer les ilivers sommets les uns aux autres. Le rapport de la circonférence 
I au plus petit des arcs projires à mesurer la rotation est toujours un nombre entier 

qui détermine l'ordre de symétrie de l'axe. Mais ce rapport peut être l’un quelconque 
des nombres entiers sujiérieurs à rnnité; par suite, un polyèdre peut admettre, 

I non-seuleineni comme les systèmes réticulaires, des axes de symétrie binaire, ter- 

naire, quaternaire et sénaire, mais encore des axes de symétrie quinaire, se/ité- 
ntiire, etc. Un même polyèdre peut d'ailleurs offrir des axes de symétrie de divers 
ordres. Deux axes de même ordre sont de même espèce, lorsqu’eii les subslituaiil 
l’un à l’autre on ne fait qu’éclianger les sommets entre eux; ils sont d’espém dif- 
Jerrnles dans le cas contraire. Dans un polyèdre ilonné, le nombre des diverses 
esjièces d’axes de symétrie ne peut surpasser trois, mais il |ieut être égal à trois, .\insi, 

■ : par exemple, dans le cube, un axe de symétrie peut être ou l’axe binaire qui joint les 

I ' milieux de deux arêtes opposées, ou l’axe ternaire qui représente une diagonale 

■ et qui joint deux sommets opposés, ou enfin l’axe quaternaire qui joint les centres 

I de deux faces opposées et parallèles. 

! Enfin, un plan de svmétrie, dans un polyèdre donné, sera un plan qui divisera 

" le polyèdre en deux parties symétriques, les sommets étant situés deux à deux à 

i égales distances du plan sur des droites qui lui seront perpendiculaires. D'ailleui-s 

I les plans de symétrie, comme les axes de symétrie, pourront être de même espèce 

ou d’e.s/>éres dijférentesi et, dans uti polyèdre donné, le nombre des diverses espèces 
de plans de sytiiétrie ne pourra surpasser trois, tuais il pourra être égal à trois. 
Ainsi, par exemple, dans le polyèdre qui aurait pour sommets les sommets d'un 
hexagone régulier, et deux points situés ü égales distances dit plan de cet liexa- 
' gone sur une perpendiculaire élevée par le centre, un plan de symétrie pourrait 

^ être ou un plan passant par cetle perpendiculaire et par un sommet ou par le 

I milieu d’un des côtés de l’hexagone, ou le plan même de l’hexagone dont il s’agit, 

j Cela posé, M. Bravais démontre les deux propositions suivantes : 

I S'il existe dans un fsoljrèdre deux plans de ^métrie, leur intersection sera nérea- 

j sairement un axe de symétrie. 

1 Un centre de symétrie, un plan de symétrie, et un axe de symétrie d'ordre pair, sont 

trois éléments tellement liés entre eux, que la présence de deux de ces éléments entraîne 
toujours la présence du troisième. 

h 
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D’ailleurs, M. Rravais ap|>elle nj:e principal celui qui, «laus un polyèdre donné, 
est parallèle ou |>erpcndicnlaire à tous les axes ou plans de symétrie, et désigne, 
sous le nom de iphéroédrupta, les polyèdres qui offrent plusieurs axes de symétrie, 
dont aucun n'est un axe principal. 

Cela posé, M. Bravais fait voir que les polyèdres, considérés au point de vue de 
la symétrie, peuvent être divisés eu vingt-trois classes, réparties entre six i/roiipes 
distincts : 

Le premier groupe comprend tous les polyéilres ns^mc'tn^ues, c’est-à-<lire ceux 
qui ne possèdent ni axes, ni plans, ni centre de symétrie; 

Le deuxième groupe comprend tous les polyèdres symétriques, mais dépourvus 
d'axes de symétrie; 

Le troisième groupe, les polyèdres symétriques pourvus d’un axe principal 
il’ordre pair; 

Ia? (piatrième groupe, les polyèdres symétriques pourvus d’un axe principal 
d’ordre impair; 

Le cinquième groupe, des polyétlres sphéroédriques à quatre axes ternaires; 

Et le sixième groupe, les polyèdres spliéruédriques à dix axes ternaires. 

Apres avoir étudié les divers genres de symétrie que peuvent offrir, d’une part, 
les systèmes réticulaires, d’autre part, les polyèdres qui représeulent les molécules 
des corps, et classé les uns et les autres d'après le nombre et la nature île leurs 
éléments de symétrie, il restait à examiner comment et jusqu’à quel dégré la 
symétrie d'une molécule peut être transmise par la cristallisation au système réti- 
culaire formé par les centres de gravite des diverses molécules dont se compose 
un cristal. Eu d’autres termes, il s'agissait de résoudre le problème suivant : 

Les éléments de symétrie d'une molécule étant donnés, déterminer le système cris- 
tallin que la réunion de cette molécule à d'autres de meme espèce produira <iu moment 
de la cristallisation. 

M. Bravais observe, à ce sujet, que la cristallisation a pour effet d’amener les 
diverses molécules à des positions telles, qu’il y ait équilibre, et même un équi- 
libre stable, entre les actions exercées par les unes sur les autres. Cela posé, il fait 
voir que l’équilibre s'établira plus facilement dans un cristal en voie de forma- 
tion, si les centres de gravité des molécules se disposent de manière que les axes 
et plans de symétrie de ces molécules, iudéfiuimeut prolonges, deviennent des axes 
et plans de symétrie du système réticulaire formé par les centres de gravité. Il se 
trouve ainsi autorisé à poser la règle suivante : 

Parmi les sept systèmes cristallins, les molécules dune substance donnée adopleiont 
celui dont la symétrie ojfrc le plus grand nombre déléments communs avec la symétrie 
propre qit polyèdre moléculaire. 
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Si plusieurs syslémes cristallins peuvent, ei^vcrlu de la règle énoncée, corres- 
pondre à une même inolécide, ceux qui offriront un plus grand nombre d’élé- 
menls de symétrie seront en général compris parmi les autres comme cas particu- 
liers; ils seront donc en nombre moindre, et indiqués avec une probabilité 
incomparablement plus faible. M. Bravais se trouve ainsi amené à énoncer encore 
la règle suivante : 

D ms le cns où plusieurs systèmes cristallins auraient les mêmes éléments de symétrie 
I ommiins avec un même polyèdre moléculaire, la cristallisation s’opérera suivant le O's- 
téme de moindre symétrie, c’est-à~<lire suivant le système qui laissera le plus i/rand 
nombre de termes indéterminés parmi les six éléments constitulijs de son parniléiipipède 
élémentaire. 

L’emploi des deux règles générales que nous venons de rappeler permet à 
M. Bravais, non-seulement d’expliquer les divers phénomènes d’Iiémiédrie obser- 
vés par les cristallograplies, mais encore de déterminer les lois de ces phénomènes 
et les circonstances dans lesquelles ils doivent se présenter; et ces lois et ces cir- 
constances sont précisément celles ejue fournit l’observation elle-même. C’est 
encore avec le même bonheur, qu’après avoir déduit de ses recherches anté- 
rieures sur les systèmes réticulaires, la délermiuatiou de ce qu’on appelle la forme 
cristalline (i), c’est-à-dire du système des faces similaires que présente un cristal, 
M. Bravais applique son analyse à la réduction du nombre de ces faces, produite 
par l’hémiédrie. Il fait voir aussi qit’on peut expliquer, par .sa théorie, un assez 
grand ^lomhre de cas de dimorphisme, sans être obligé d'altérer la structure 
interne des molécules. 

En résumé, les Commissaires sont d’avis que le travail soumis à leur examen 
olfre de nouvelles preuves de la sagacité que M. Bravais avait montrée dans ses 
précédentes recherches, et que ce travail contribue notablement aux progrès de 
la Cristallographie. Ils pensent, en conséquence, que le nouveau Mémoire de 
M. Bravais est très-digne d’étre approuvé par r,\cailémie, et inséré dans le Recueil 
des Savants étrangers. 

Les conclusions de ce Rapport sont adoptées. 


(ij Parmi les ihcori-mrs établis k ce sujet par .M. Bravais, nous nous liornrruns à rappeler le sui- 
vant : 

• Quand une face de la forme cristalline n'est ni parallèle, ni perpendiculaire à un axe de syiné- 

• trie, le nombre des faces qui coni|>osent la fonne est double de la somme 

I -I- N, -r- a N, -r- 3 N. -1-5 N,, 

■ Nil Nil N(, ÎV, étant les nombres d'axes binaires, ternaires, quaternaires et sénaires que possède 

• le système. • 

3 -. 
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Quai de* Aa^slins. ^ 5 . 


mETRlB. 


)- 


ém aiiiitfla. 


diM U iM(0i iSQ5.*.« 6 


i3* Mltlon; ajr*e Bgr«É 


. Mrinbra 4« i^liuiJtai . — li«a trois Liwrm 4» Vi 
msblit po«r U protnière fol», «Tapris la Nouoaal Im LamaMa da l*appoa, al 
coaforfliéoiaot aa aenllnaot À; R. Stnaon lar la fonoa daa éooacéa «ta ««a 
fifopoaiiioaa. Ia>8, avac IfaroaiiMo «o (r- 


Mombre de PInalilat. — Traité daa BacHeaa oo aly a, faiaani 

Mita aa Traité é» Oéi»an<trta a«périeara. Pmatérr/Mriir. ia-S ar«e S pUadMi 

fianaa aar eaWia al eoairnant i33 iforaa; iK65 * 9 fr 

Lm drariéair fonir, fai ril aaai §e vemdra dr Mtdar a^parAaral. 


■ ~ IMaalnpaaiaata da Oécsétrie, aaea daa AppUealioM à laata* 
tiûtté «las ralasaaatSt mm* déblais al asn lam b l aU» mm éifilaMaat., à l*OfH 
tiqua» ata.» poar faira saita é la Oéoit tfi a aaaljtlqaa 4a Moa^a. la*4» 
arae ^anekaa} t8i3* 


fMVrat. ~ Appllaatiaa da Oèouiitiia al 4a Wtnaalqaa é la Mariaa. a«i 
Toats at Obaaaaéaa.aao«,paarlalra salla ana fté s alup pwa—ta dafléiMiétrIa. 


ln-4,aTocp!aii«baat 10 fr. 

tSOUm*, aoeiao Étéra «la l*^.aftlallofalaaopéflaara, Prolaaiaorda Mai h é ia a- 
l^gM. — latradaotioa à U Oéaaaè t r l a awpé ri a M a. Ib> 4» avao 8 planent 

Laaibceriaa «Ja l^iaaianna Géoaiétj*la,tellaa qaalsaatpoaalaTralléde LaB*ndra, 
soal «IrsanHra insaflsanlaa |KH«r ntsoadra vnr foula «ta qaeatioea tiao las élésaa 
août appaléa é traliar. but «le ea aoural outraga aal 4'aipoaar las méthodaa 
laadaiâi 1 atar toos Isa drraiapprBMsts néeasaairss. IN»ur eals« PAutaor n'a pa 


mlaus faira qua 4a prandra pour basa 4a ton irarall la Tralid 4s C^am/trU 

* M. CSiaalas, an cliarcliani k ralfarbar e«t «Mrrsta si imporUnt pair la 
MiauM, Mais qol o'a p«i #erli an taa daa asamaaa al daa eouaours. 


rirmfrd» 8 


tdOV90i8aUBS (B. «la), Lla«<(*naalila raUsaao. — Mélaofaa'da Oéonnélria 
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lui 


^ ÉaémmmU da gèoMétrla. ~ PaHta» O^mmmkrim 
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